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Uberblick Abbildungen und Funktionen

Dieses Kapitel erklart:

e Wie man den Zusammenhang zweier (Mess-)GréBen in mathematischer Form
als Funktion definiert.

@ Welche Eigenschaften der beteiligten GroBen man aus dieser Darstellung
erkennt.

@ Wie man dem funktionalen Zusammenhang beider GroBen bestimmte Stellen
von besonderer Bedeutung entnimmt.

@ Wie man Nullstellen eine Funktion auch dann, wenn dies nicht mehr exact
mdglich ist, in einer (fiir die Praxis) ausreichend guten Naherung bestimmt.

@ Die in der naturwissenschaftlichen Praxis am haufigsten gebrauchten
Funktionen.

@ Zu jeder dieser Funktionen die fiir sie besonders wichtigen Eigenschaften.
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Einleitung. Definition

Grundlegend fiir jeden quantitativen Zusammenhang in den Naturwissenschaften ist die
gegenseitige Abhangigkeit reeler GroBe: ob der Chemiker versucht, das Volumen V' einer
Gasportion mit Hilfe des herrschenden Drucks p zu bestimmen: Um reelle (Mess-)GréBen
gegenseitig in Beziehung zu setzen, bedarf es in jedem Fall einer dem konkreten Fall angepassten
mathematischen Modellierung.

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit dem wohl einfachsten Modell, den Zusammenhang

zweier reeller GroBen darzustellen: der Funktion
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Abbildungen / Funktionen

Definition 2.1 (Funktion)
Seien A und B Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f : A — B ist eine
Vorschrift, durch die jedem x € A genau ein y = f(x) € B zugeordnet wird.

A heiBt Definitionsbereich von f und f(A) :={f(z): x € A} C B heiBt
Wertebereich oder Bild von f.

Fiir x € A heiBt y = f(x) Bild von = unter f oder Funktionswert von f an der
Stelle x.

Zwei Funktionen f: Dy — B, x — f(x), und g: Dy — C, x — g(z), heiBen
gleich (f = g), wenn Dy = Dy und f(x) = g(x) fiir alle x € Dy = D, gelten.

@ f: R— R, x+— 2z ist eine Funktion;
@ f:{a,b,c} — {1} mit f(a) =1, f(b) =1, f(c) =1 ist eine Funktion;
@ Ist f:{a,b} — {1} mit f(a) = 1 eine Funktion?
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Schreibweisen. Beschreibung von Funktionen

f: A—B f: A—>B
oder

y = f(x) z— f(x)

Beschreibung von Funktionen

Eine Funktion f : A — B kann man auf verschiedene Weisen beschreiben:
@ analytisch, d.h. durch Angabe der Zuordnungsvorschrift,
@ tabellarisch, d.h. durch eine Wertetabelle,
@ graphisch, d.h. durch Visualisierung der Menge

Graph(f) .= {(z, f(x)):x € A} C A x B,

des sogenannten Graphen von f.
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Definition 2.2 (Bildmenge, Urbildmenge)
Sei f : A — B eine Funktion. Fiir Teilmengen X C A undY C B definieren wir:

f(X) = {f(x):z€e X} CB
FUY) = {z€A:f(z)eY}CA.

f(X) heiBt Bildmenge oder Bild von X und f=(Y) heiBt Urbildmenge oder
Urbild von Y beziiglich f.

Man bestimme f([1,2]) und f=1([1,4]) fir f:R =R, f(z) = 22
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Definition 2.3 (Umkehrbarkeit von Abbildungen)

Eine Funktion f : A — B heiBt
@ injektiv (eindeutig), wenn fiir alle z,y € A mit x # y stets f(z) # f(y) gilt,
@ surjektiv, wenn es ju jedem y € B ein x € A gibt mit f(A) = B,
@ bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Ist f bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion

f71:B = A, Fly) =z ey = f(a).

Offenbar gilt
(z,y) € Graph(f) & (y.x) € Graph(f™),

weshalb der Graph von f~' aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der
ersten Winkelhalbierenden y = x hervorgeht.

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen 8 /101



w w “
surjektiv, aber nicht injektiv

injektiv, aber nicht surjektiv
Wie verhilt es sich mit:

bijektiv
Ist die Funktion f1 : R — R, fi(x) = =2 injektiv/surjektiv/bijektiv?
° f2 N — N7 fZ(x) = .'132,
° f3 : [07 OO) - R> f3($) = 1132,

° f4 : [Oa oo) - [Oa 00)7 f4(:l:) = 2?7
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Beispiel

Die Funktion f: [0,1] = R, =+ 2z + 1 ist
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Beispiel

Die Funktion f: [0,1] = R, =+ 2z + 1 ist
@ injektiv: Es gilt namlich

f(zl) = f(:tg) S 21 +1=2x2+1& 21 =222 & 1 = x2.
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Beispiel
Die Funktion f: [0,1] - R, = — 2z + 1 ist
@ injektiv: Es gilt namlich

f(:L‘l) = f(:l?z) S 21 +1=2x2+1& 21 =222 & 1 = x2.

@ nicht surjektiv: y = 0 liegt im Bildbereich, es gibt aber kein  im Urbildbereich [0, 1] fiir
das f(x) = 0 ist. Das sieht man durch Auflésen

1
f(ac):0<:>21:+1:0<:>2w:—1<:>x:—§.
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Beispiel
Die Funktion f: [0,1] = R, z+— 2z + 1 ist
@ injektiv: Es gilt namlich
f(:L'l) = f(l‘g) S 21 +1 =222+ 121 =222 & 21 = X2.

@ nicht surjektiv: y = 0 liegt im Bildbereich, es gibt aber kein  im Urbildbereich [0, 1] fiir
das f(x) = 0 ist. Das sieht man durch Auflésen

1
f(:t):0<:>21:+1:0<:>2w:—1<:>x:—§.

@ Es folgt, dass f auch nicht bijektiv ist.

Bemerkung: Eine Funktion kann surjektiv gemacht werden, indem man den
Wertebereich auf diejenigen Werte einschrankt, die tatsachlich angenommen
werden, d.h. jede Funktion f: M — f(M) ist automatisch surjektiv.

Wie soll man den Wertebereich der Funktion f, = — 2x + 1 dndern, so dass sie bijektiv ist. J
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Vorgehen zum Bestimmen der Umkehrfunktion

Ist die Funktion tiberhaupt umkehrbar?

Wertebereich und Definitionsbereich vertauschen, falls nétig;
f(x) durch y ersetzen;

die Gleichung nach z auflésen;

x durch f~1 ersetzen;

fertig!
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Beispiel (n—te Wurzel)

Die Funktion f :[0,00) — [0,00), f(xz) = z™ ist fiir alle n € N bijektiv. Die
Umkehrfunktion ist die n—te Wurzel:

f71:]0,00) = [0,00), T V7.

g
lon-i
Yo

"

Situation fiir n = 2. Wie bei allen reellen Funktionen entsteht der Graph von f~! durch Spiegeln
des Graphen von f an der Geraden y = .
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Definition 2.4 (Beschrankheit)

Eine reelle Funktion f : A — B heiBt nach oben (unten) beschrinkt, falls es eine
Zahl M € R (m € R) gibt, so dass fiir alle x € A gilt:

flz) <M (f(z) =2 m).

Eine Funktion f mit Definitionsbereich A heiBt beschrankt, falls f nach oben und
nach unten beschrinkt ist.

In diesem Fall heiBen M obere Schranke und m untere Schranke von f. Gibt es
solch ein M oder m nicht, nennen wir f unbeschrankt.

Sind die Funktionen f1(z) = x2, fa(z) = (z —2)3, f3(z) = —z% + 2 und f4(z) = sin(2x)
(nach oben/unten) beschrénkt?
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Definition 2.5 (Symmetrie)
Eine Funktion f : A — R, fiir die mit jedem x € A auch —x € A gilt, heiBt:
o gerade, wenn f(z) = f(—x).
Der Graph von f ist dann achsensymmetrisch zur y— Achse.
e ungerade, wenn —f(z) = f(—x).
Der Graph von f ist dann punktsymmetrisch zum Ursprung (0, 0).

Sind die folgenden Funktionen gerade/ungerade?

fi(x) = cos(x), fa(x) =2°, f3(x) = .
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Beispiel

o Die Funktion fi(z) = 2% + 1 ist gerade (Bild links). Um das zu zeigen,
berechnen wir den Funktionswert an der “gespiegelten” Stelle —z. Es ist

fil-2) = (—2) +1=22+1 = fi(z).

o Die Funktion fs(z) = $23 — x ist ungerade (Bild rechts), weil

fal=a) = 5(~2)* ~ (-5) = —3¢° +0 = ~(33" ~ 7) = ~fola).
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Definition 2.6 (Periodizitat)

Eine Funktion f : A — R heiBt periodisch, wenn es eine Zahl a > 0 gibt, so dass
mit jedem x € A auch x + a € A gilt, und

f(@) =f(z+a)

Die kleinste positive Zahl a, fiir welche diese Bedingung gilt, heit Periode von f.

Graphische Darstellung (Funktion mit der Periode P):

f(x)
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Beispiel
Die Funktionen f; : R — R, fi(z):=sinz und fo : R = R, fa(z) := cosz sind
beide periodisch mit der Periode 27, kurz 2w —periodisch.

Sind folgende Funktionen periodisch? Wenn ja, geben Sie die Periode an.

f1(z) = cos(2z), fa(w) = |z|, f3(x)=3.
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Definition 2.7 (Monotonie)
Eine Funktion f : A — B heiBt auf einem Intervall I C A
@ (streng) monoton wachsend, wenn fiir alle z,y € I mit x < y stets

f(@) < fly) (bzw. f(x) < f(y)) gilt,
@ (streng) monoton fallend, wenn fiir alle x,y € I mit x < y stets f(z) > f(y)
(bzw. f(z) > f(y)) gilt,

e (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Beispiel

Die Funktion f(z) = 2 ist auf I; = (—o0,0] streng monoton fallend und auf
I, = [0, 00) streng monoton wachsend.
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Satz 2.8 (Monotonie und Umkehrfunktion)

Ist f : I — R streng monoton auf dem Intervall I, so ist f : I — f(I) bijektiv.
Die Umkehrfunktion f~1 ist streng monoton wachsend (fallend), wenn f streng
monoton wachsend (fallend) ist.

Nach Satz 2.8 besitzt f(z) = 23 auf ganz R eine Umkehrfunktion. Wie lautet
diese? Zeichnen Sie die Graphen beider Funktionen.
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Definition 2.9 (Operationen mit Funktionen)

Es seien f,g: A — R reelle Funktionen und o € R. Wir definieren neue

Funktionen
af tA=R,  (af)(z):=af(z),
ffg:A=R, (fxg)(z):= f(z)*g(z),
fg:A=R,  (fg)(z):= f(z)g(z),
flg: A1 =R, (f/g)(x) = f(z)/9(x),

mit Ay = {x € A: g(x) #0}.

Achtung: f~" und % sind nicht dasselbe.
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Definition 2.10 (Komposition)

Sind f: A— X und g: Y — B mit f(A) CY, dann definieren wir die

Komposition oder Verkettung von f und g (oder “von g nach f") als die
Abbildung

(gof):A—B mit (go (=) == g(f(z)),

fiir alle x € A.

h=gof

Achtung: Im allgemeinen ist go f # fog.
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Beispiel

Fiir f(z) = 2? und g(x) = sinx ist
o (fog)(z)= f(g(x)) = (sinz)? =: sin® z (Bild links),
o (go f)(z) = g(f(x)) = sin(x?) (Bild rechts).

A A

Was geschieht, wenn wir eine Abbildung mit ihrer Umkehrabbildung verketten, d.h.

(f~ o =)
und

(fof Hw),

wenn f~1(y) = 2 & f(z) = y definiert ist?
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Grenzwerte von Funktionen

Grenzwerte von Funktionen kommen iiberall dort ins Spiel, wo das Verhalten
einer Funktion f(z) bei Ann3herung an eine Stelle £ € R bzw. an +co genauer zu
untersuchen ist. (Das Verhalten einer Funktion bei Anndherung an +oo wird auch
als Asymptotik bezeichnet.) Eine solche Stelle £ muss dabei nicht zwingend im

Definitionsbereich von f liegen, der Wert f(&) muss folglich nicht
notwendigerweise existieren.
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Grenzwerte von Funktionen

Grenzwerte von Funktionen kommen iiberall dort ins Spiel, wo das Verhalten
einer Funktion f(z) bei Ann3herung an eine Stelle £ € R bzw. an +co genauer zu
untersuchen ist. (Das Verhalten einer Funktion bei Anndherung an +oo wird auch
als Asymptotik bezeichnet.) Eine solche Stelle £ muss dabei nicht zwingend im

Definitionsbereich von f liegen, der Wert f(&) muss folglich nicht
notwendigerweise existieren.

a i : —
il —

f

{ ‘ ‘

{ I
\‘ | f

\Il\( |

h@) =22, fo() = sin(2) (z #0), fal@) =1 (@ £0).

Alle drei Funktionen zeigen bei Anndherung ¢ = 0 vollig verschiedenes Verhalten.
Wir wollen ein mathematisches Instrument entwickeln, dies nidher zu beschreiben.
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Haufungspunkte

Definition 3.1

Eine Zahl £ € R heiBt Hiufungspunkt der Menge R, wenn es eine Folge (x,,) mit
Gliedern aus M gibt mit

Ty — & fiirn — oo und x,, # £ fiir alle n € N.

Ein Haufungspunkt kann selbst zur Menge gehoren, muss es aber nicht.

& &1

Beispiel
@ Die konstante reellwertige Folge a,, = 1 hat 1 als einzigen Haufungspunkt.
@ Die Folge b, = (—1)™ hat zwei Hiufungspunkte: +1 und —1.
@ Die divergente Folge a, = n hat keinen Haufungspunkt.
@ Die konvergente Folge a, = % hat den Haufungspunkt 0.
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Innere und lIsolierte Punkte

Definition 3.2 (Innerer Punkt)

Eine Zahl x € M heiBt innerer Punkt der Menge M C R, wenn es ein € > 0 gibt,
so dass (x — e,z +¢) C M.

Definition 3.3 (Isolierter Punkt)

Zahl © € M heiBt isolierter Punkt der Menge M C R, wenn es ein € > 0 gibt, so
dass (x —e,x +¢e) N M = {z} gilt.

(!
[u )

sl M T2

Beispiel
@ In der Menge der natiirlichen Zahlen N sind alle Elemente isolierte Punkte.

@ In der Menge {1} U [3,4] ist 1 ein isolierter Punkt.
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Grenzbegriff

Wir kénnen jetzt das Verhalten einer Funktion bei Anndherung an einen
H&ufungspunkt des Definitionsbereichs niher beschreiben.

Definition 3.4 (Grenzwert)

Sei f: A — R eine reelle Funktion und §& € R Hiufungspunkt des
Definitiontsbereichs A.

Die Zahl a heiBt Grenzwert von f fiir x gegen &, wenn fiir alle Folgen (z,) C A
mit
Ty — & fiirn — oo und x,, # & fiir allen € N (1)

gilt:

f(zn) = a fiirn — oo.

Schreibweise: lim5 f(z) = a oder f(x) — a firz — &.
z—

Bemerkung: Man kann die oben angegebene Definition auf die Falle x — +o00
und a = oo erweitern. In letzterem Fall sprechen wir von bestimmter Divergenz.
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Geometrische Interpretation

Beispiel
@ lim %
z—0 T
xZ — 0, d.h. 2= — oo (Bild links).

= oo, denn fiir alle Folgen (z,,) mit (z») — 0 und z,, # 0 gilt 2 > 0 und

@ lim % =0, z > 0, denn fiir jede Folge z,, — oo gilt xi — 0 (Bild rechts).
xr—r0o0 n
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Beispiel

[} lim0 sin - existiert nicht. Abbildung macht das deutlich. Selbst in unmittelbarer Néhe des
T—r

Nullpunkts oszilliert die Funktion zwischen den Grenzen 41 und macht keine Anstalten,

sich auf einen Grenzwert zuzubewegen.

Mathematisch lasst sich die Nicht-Existenz dieses Grenzwertes mit Hilfe einer einzigen

Folge x,, zeigen, die gegen null konvergiert, fiir welche aber die Folge f(xy) der
entsprechenden Funktionswerte keinen Grenzwert besitzt. Wir betrachten dazu die Folge

1
Gy = ——
" n/24nm
Fiir sie gilt z,, — 0, denn der Nenner w/2 + nr strebt gegen unendlich. Aber es ist

1 1 fall
f(zn) =sin(—) = sin(7/2 + nw) = + alls n gerade
Tn —1 falls n ungerade

i 5 B
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Einseitige Grenzwerte

Lasst man in Definition 3.4 in (1) statt Folgen (z,) mit x,, # £ nur Folgen mit
Ty > & (bzw. z, < &) zu, so entsteht ein rechtsseitiger (linksseitiger) Grenzwert.

Schreibweise: Fiir den rechtsseitigen Grenzwert:

lim =a oder f(x) — a fir z — &+,
z—E+

bzw. fiir den linksseitigen Grenzwert:

lim = a oder f(z) — a fir x — &—,
rz—E—

Dabei ist vorauszusetzen, dass man sich dem Punkt £ von rechts (links) aus A
heraus n3hern kann, d.h. dass £ Haufungspunkt von A N (&, 00) (bzw.
AN (—00,§)) ist.
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Einseitige Grenzwerte

Einseitige Grenzwerte sind somit einfach die Grenzwerte der auf AN (&, 00) bzw.
AN (—o0,&) eingeschrinkten Funktion f.

—

e

a= lim f(x)

[
Jim, / b—

f

lim
r—E—

()

&

Bei der Untersuchung einseitiger Grenzwerte ldsst man also jeweils den im grau

schraffierten Teil liegenden Teil der Funktion unbeachtet.
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Beispiel

@ lim 1 = 400, denn fiir jede Folgen (z) mit (z,) — 0 und z,, > 0 gilt - — 400 (Bild
z—0+ T Tn

links).

o lirg i = —o0, denn fiir jede Folgen (z,) mit (z,) — 0 und =, < 0 gilt xl — —oo (Bild
z—0— n

links).

@ lim z?= lim 2= lim 22 = 4, (Bild rechts).
T—2+ z—2— z—2

8
|
\ 5
6 i
4 \\
AN 4
~ \
0 3 \
2 \
3
4
5 \
8
-10
-2 15 1 05 o 05 1 15 2 25 2 5 1 0. o 05 1 15 2 25

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen 31 /101



Existieren die folgenden einseitigen Grenzwerte? Wenn ja, wie lauten sie?
o lim —L;
z—04 vz’

@ lim |z|, lm |z,
x—0+ x—0—

@ i li :
m sgn(x), lim sen(z)

Dabei bezeichnet sgn : R — R die sogenannte Signum- oder Vorzeichenfunktion:

1 fir x > 0;
sgn(z) :=<¢ 0 fir z = 0;
—1 firz <0.

Zeichnen Sie wieder Bilder der Funktionsgraphen.
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Satz 3.5 (Einseitiger und beidseitiger Grenzwert)

Sei f: A — R und £ ein Hiufungspunkt sowohl von AN (&, 00) als auch
AN (—o0,§). Dann gilt:

Der Grenzwert lim‘g f(x) existiert genau dann, wenn die beiden Grenzwerte
z—

li d li
o () wadl T i)

existieren und iibereinstimmen.

Existiert lim ﬁ und was ergibt sich ggf. fiir ein Wert? Argumentieren Sie mit Satz 3.5 und denJ

z—0
Erkenntnissen vom Beispiel von vorheriger Seite.
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Satz 3.6 (Rechnengesetze)

Gegeben seien die Funktionen f,g: A — R und £ € R. Existieren die Grenzwerte

lim f(z) und lim g(z),
z—§ z—€

S0 ist:

o lim (- f(z)) = alim f(z) fir alle « € R;
z—E z—E

o lim(f =+ g)(x) = lim f(z) %+ lim g(z),
r—E€ r—E& r—E€

o lim(f - g)(x) = (lim f(x) - (tim g(z)
z—E z—E z—E

lim f(x)

. i _ x—E

 lm (£) @) = Foo

o f>g= lim f(z) > lim g(x),
r—E€ r—E€

Hierbei ist auch & = d+oo erlaubt. Fiir einseitige Grenzwerte gelten die Regeln in
analoger Weise.
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Sprungstellen

Definition 3.7

Existieren zu einer reellen Funktion die beiden Grenzwerte lim f(x) und
T—E+

linga f(x) und sind sie endlich aber verschieden, so nennt man & eine
T—E—
Sprungstelle von f.
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Satz 3.8

Seien I = (a,b) ein Intervall, f : I — R monoton auf I und £ € I. Dann

existieren lim f(x) und lim f(x) und es gelten
T—>E— T—>E+

00 < lim f(@) < () < lim f(@) <o,

wenn f monoton wachsend ist, und

oo > lim flx) > f(&) > Jim, f(z) > —oo,

wenn f monoton fallend ist.
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Unendlichkeitsstellen

Gilt fiir eine reelle Funktion f mindestens eine der Beziehungen lir? f(z) = o0
T—E—

oder lir? f(x) = o0, so nennt man ¢ eine Unendlichkeitsstelle von f.

=&+

Vor allem bei rationalen Funktionen f(z) = %, wobei p und ¢ Polynome sind,
spricht man auch von Polstellen.

an f(z) =L (links)
. ; . / 1\ glz) = w% (rechts)
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Stetigkeit

In vielen naturwissenschaftlichen Modellen fiihren kleine Anderur).gen an den
Daten (z. B. durch Rundungs-/Messfehler) auch nur zu kleinen Anderungen in
den Ergebnissen nach Anwendung des Modells.

Mathematisch wird dieser Zusammenhang durch das Konzept der Stetigkeit
erfasst.

Umgangssprachlicher Gebrauch fiir Stetigkeit: ohne Briiche, Spriinge oder Risse.

“Poetishe” mathematische Beziehung fiir stetige Funktionen: “schone” Funktionen.

Praktische Anwendung: wir denken an ein Flugzeug und die Funktion, welche die Flugh&he in
Abhangigkeit der Flugzeit angibt. Diese H8henfunktion sollte (unbedingt) stetig sein. Wire sie es
nicht, was wiirde dann ein Passagier erleben, der in diesem Flugzeug sitzt? Welches Phanomen
wire denkbar, damit die Hohe von einer Sekunde auf die andere um einige hundert Meter
springt?

=Damit scheint der Begriff der Stetigkeit auch das Potential zu haben, eine Funktion in

gewissen Bereichen auf ihre Plausibilitdt in den Anwendungen zu priifen.

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen 38 / 101



Definition 4.1 (Stetigkeit)

Eine Funktion f : A — R heiBt stetig an der Stelle £ € A, wenn fiir alle Folgen
(zn) C A mit x,, — & die zugehdrigen Funktionswerte konvergieren mit

f(@n) = f(£).
f heiBt stetig in M C A, wenn f an jeder Stelle £ € M stetig ist.

Als Abgrenzung zum Grenzwertbegriff (Definition 3.4) beachte man, dass hier
£ € A gelten muss, und auch Folgenglieder mit x,, = £ zugelassen sind.

Beispiel
@ Die Funktion f(x) = x? ist stetig an der Stelle & = 2, denn fiir jede Folge (2,,) mit
xn — 2 gilt: f(zn) =22 — 4= f(2).
@ Die Funktion f(x) = 2 ist sogar stetig auf ganz R, denn fiir beliebiges (festes) ¢ € R und
jede Folge (zr) mit z,, — £ gilt:

flan) =22 — & = f(§).
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Satz 4.2 (Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Grenzwert)

Sei f : A — R eine reelle Funktion und £ € A ein Haufungspunkt von A. Dann gilt

f ist stetig in £ & liig_ fl@) = f(&). (2)

Der Grenzwert von f fiir x — £ muss also mit dem Funktionswert an der Stelle £
ibereinstimmen.

In der Praxis verwendet man zum Testen auf Stetigkeit statt (2) auch h&ufig die
Beziehung

lim f(a) = f(¢) = lim f(2)

T—E— r—E+

die durch Kombination von (2) mit Satz 3.5 entsteht.

@ Man untersuche die Funktion f(x) = % auf Stetigkeit im Punkt £ = 0.

= Tal
@ Man untersuche die Funktion

f(z):{:c—l falls z < 0

mz—i—% falls x > 0

auf Stetigkeit im Punkt £ = 0.
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e — d—Definition

Haufig wird die Stetigkeit auch iiber eine zu Definition 4.1 dquivalente Aussage
eingefiihrt:

Satz 4.3 (¢ — 0—Definition der Stetigkeit)

Eine reelle Funktion f : A — R ist genau dann stetig in £ € A, wenn zu jedem
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass

x€Aund|z—¢& <d<e|f(x)— fE)| <e.

Fiir konkrete Rechnungen sind Definition 4.1 oder Satz 4.2 haufig bequemer.
Allerdings vermittelt uns Satz 4.3 die bessere Vorstellung, was Stetigkeit praktisch
bedeutet.
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Graphische Interpretation

A

J) +e
1)
fl§) —¢

o (Hinreichend) kleine Anderungen an den Argumenten fiihren zu (beliebig)
kleinen Anderungen an den Funktionswerten.
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Eine weitere Interpretation
Der Graph einer auf einem Intervall stetigen Funktion bildet eine
zusammenhangende Kurve.

Daher wird manchmal salopp geschrieben, dass man Funktionsgraphen stetiger
Funktionen zeichnen kann, “ohne den Stift abzusetzen”.

Dies ist unmathematisch, unsauber (es gibt zusammenh&ngende Kurven, die man
nicht zeichnen kann, vgl. Bild rechts), und erfasst auch nicht das gesamte Wesen
der Stetigkeit.

Trotzdem liefert es uns eine gewisse Vorstellung.
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Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 4.4

Sind f, g stetig in &, dann sind auch f + g, fg stetig in €. Gilt g(§) # 0, dann ist
auch f/qg stetig in &.

Ist f stetig in & und ist g stetig in f(§), so ist g o f stetig in &.

Die Funktionen fi(x) = x2, fa(z) = |x| und f3(x) = 42 sind auf ganz R stetig. Daher sind auch
g1(x) = 42 - |z| - 22 und ga2(z) = é|x| + 22 und g3(z) = 20 stetig auf R.

v
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Satz 4.5 (Zwischenwertsatz)

Ist f : [a,b] — R stetig, dann gibt es zu jedem w, das zwischen f(a) und f(b)
liegt, ein z € [a,b] mit f(z) = w.

Anders ausgedriickt: Eine stetige Funktion f nimmt jeden Wert zwischen f(a)
und f(b) an.

Satz 4.6 (Nullstellensatz)

Ist f: [a,b] — R stetig, und gilt f(a) > 0 und f(b) <0 (bzw. f(a) <0 und
f(b) >0), so hat f mindestens eine Nullstelle in (a,b).

b

A

' f
NN
/

a z b
Zwischenwertsatz Nullstellensatz
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Approximation der Nullstellen mittels des
Bisektionsverfahrens

Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a)f(b) < 0 (verschiedenes Vorzeichen). Nach dem
Nullstellensatz gibt es in (a,b) eine Nullstelle z, von f, d.h. f(z.) = 0.

Das einfachste Verfahren fiir die Approximation der Nullstellen der Funktionen ist
das Bisektionsverfahren. Dieses Verfahren kann man in der Form einer Funktion
formulieren

% = bisektion(f(x), a,b,€).
Als Input braucht das Verfahren folgende:
f(z) — die Funktion, deren Nullstelle gesucht wird;

a,b — die Grenzpunkte des Intervalls, die die Bedingung des Satzes 4.6
erfiillen;

€ > 0 — die ToleranzgroBe, die bestimmt, wie nah soll die Approximation der
Nullstelle, die vom Verfahren konstruiert wird, zur genauen Nullstelle sein.

Der Verfahrensoutput x. ist dann die Approximation der z, mit der folgenden
Eigenschaft: |z, — z| < e.
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Algorithmus
X = bisektion(f(x),a,b,¢€)
Setze x; =a; x; = b;
solange |x; — X;| > € tue

X = (%1 4+ %)/2;

Ist f(x1) - £f(xa) <O
setze X, = Xp;
sonst X; = Xp;

ende

ende (gehe zur solange-Bedingung)
Xe = (x1 + %) /2;

ende
£(x)
\
\
\\ 4.xp 2%
\ / /
\
\
+ AN AN ' 4
x=a X x,=b
/ .
3. % \\\\
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Beispiel (Nullstelle von f(z) = 22 — 3)

Gesucht ist eine Nullstelle von f(z) = 2 — 3. Wir verwenden das Bisektionsverfahren, d.h. wir
suchen solche z, so dass |[v/3 — | < 0.1. Da f(1) = =2 und f(2) = 1, d-h. f(1) - f(2) <0,

kénnen wir mit ; = 1 und x, = 2 starten.

Natiirlich wird man das Verfahren auf einem Rechner implementieren. Ergebnisse:

Schritt x; a8y |z — | flxy) f(zr) Tm (@)
1 1 2 1 - 1 15 -0.75
2 1.5 2 0.5 -0.75 1 1.75 0.0625
3 1.5 1.75 0.25 -0.75 0.0625 | 1.625 | -0.3594
4 1.625 | 1.75 0.125 -0.3594 | 0.0625 | 1.6875 | -0.1523
5 1.6875 | 1.75 | 0.0625 < 0.1
Als Ergebnis bekommen wir z. = zl,s“lz’zr,f: = 1‘687‘?’1‘75 = 1.71875. Mit dem Taschenrechner

bekommen wir /3 &~ 1.7321. Die ersten zwei Ziffern des v/3 haben wir also mit dem

Bisektionsverfahren genau ermittelt.

Daniel Gerth (JKU)
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Extremalwerte stetiger Funktionen

Satz 4.7

Ist f :[a,b] — R stetig, dann gibt es
@ €in Tmax € [a,b] mit f(Xmax) > f() fiir alle x € [a, b];
@ ein Tin € [a,b] mit f(Tmin) < f(z) fiir alle x € [a, b];

Anders ausgedriickt: Jede auf [a, b] stetige Funktion nimmt auf [a,b] Maximum
und ihr Minimum an.

Vorsicht: Die Aussage wird falsch, wenn der Definitionsbereich von f nicht
abgeschlossen oder unbeschrankt ist.

an? Wie andert sich die Situation, wenn man f stattdessen auf (—2,4), (—2,4] oder [—2,4)

An welchen Stellen nimmt die Funktion f : [-2,4] — R, f(z) = 2 Maximum und Minimum
betrachtet?
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Unstetigkeitsstellen

Definition 4.8

Eine Stelle £ € A, an der eine Funktion f : A — R nicht stetig ist, heiBt
Unstetigkeitsstelle von f.

/.

X0

\J

Funktion mit Unstetigkeitsstelle xg
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“Sorten” von Unstetigkeitsstellen

Es werden verschiedene “Sorten” von Unstetigkeitsstellen unterschieden. Folgende
Falle sind dabei moglich:

o Eine Unstetigkeitsstelle heiBt hebbar, falls die einseitige Grenzwerte existieren,
endlich sind und gleich sind. Solch eine Unstetigkeit lasst sich entfernen,
genauer: Die Funktion

f(z) falls = # xg,
g(z) = Emf flx) falls z = o,

ist an der Stelle zq stetig.

o Falls beide Grenzwerte existieren und endlich, aber ungleich sind, spricht man
von einer Sprungstelle.

@ Einen Pol (oder Polstelle) nennt man eine Unstetigkeit, an der die einseitige
Grenzwerte existieren, jedoch einer oder beide Grenzwerte die Werte oo
nehmen.

@ eine Liicke tritt auf, wenn beide einseitigen Grenzwerte existieren, die
Funktion aber im Punkt selbst nicht definiert ist.
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o f:R\{0} =R, f(z)= %, ist auf dem ganzen Definitionsbereich stetig, aber die
Funktion hat an der Stelle zg = 0 einen Pol (die linksseitigen und rechtsseitigen
Grenzwerte sind —oo und +o0o entsprechend).

@ f:R—R,

x? falls z < 1;
flx)=<0 falls z = 1;
2—x fallsz > 1;
hat an der Stelle zg = 1 eine hebbare Unstetigkeit.

X
0
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Typische Vertreter von Unstetigkeitsstellen

@ Sprungstellen: u. a. Vorkommen bei Ein- und Ausschaltvorgdngen oder
Modellierung von Materialparametern an Materialgrenzen,

e Unendlichkeitsstellen/Pole: u. a. Vorkommen bei der Beschreibung von
Kraften und deren Potentialen, bspw. bei Gravitations- und Coulomb-Kraft
(F(r)=cir=2, V(r) = cor=1).

Regel: Tritt in einem mathematischen Modell eine Unstetigkeit (oder fehlende
stetige Fortsetzbarkeit) auf, sollte sich auch der Praktiker immer Gedanken iiber
evtl. Auswirkungen machen.
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Elementare Funktionen

Wir werden in diesem Abschnitt die elementare Funktionen zur Verfiigung stellen,
die in Mathematik und Naturwissenschaften hdufig bendtigt werden. Wir werden
auch die wesentlichen Eigenschaften dieser Funktionen untersuchen und
komplexere Zusammenhange zwischen Funktionen analysieren.

Bei all diesen Beispielen handelt es sich um stetige Funktionen.
Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Definition 5.1
Eine Funktion der Form
f(@) = ana"™ + an_12"" ' + - + a1 + ao,

0y 1y -y Gn_1,0, € R, a, # 0, heiBt ganzrational oder Polynom. Die Zahlen a;
heiBen Koeffizienten von f, der Koeffizient der héchsten auftretenden Potenz a,
heiBt Leitkoeftfizient, die Zahl n heiBt Grad von f (Schreibweise: grad(f)).
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Lineare Funktionen

Polynome vom Grad 1,
f(x) = a1z + ao,
heiBen (affin) lineare Funktionen. Der Graph von f ist eine Gerade durch (0, ag)
mit Anstieg a;.
In Vorbereitung auf die Differentialrechnung bemerken wir:

@ Zu gegebenem Punkt (xg, f(z0)) und Anstieg a; erhilt man die lineare
Funktion

f(x) = a1(z — xo) + f(0)-

@ Durch zwei verschiedene gegebene Punkte (zq, f(z0)) und (z1, f(z1)))
“fiihrt” die lineare Funktion

fz1) = f(2o)

T1 — Zo

f(z) = f(zo) + (7 — 20).
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Quadratische Funktionen

Polynome vom Grad 2,

2 2
a a
f($)=a2x2+a1x+a0:a2 x+—1 + ao——l ’
2a3 4as
heiBen quadratische Funktionen. Als Graph besitzen sie eine Parabel mit Scheitel

(w0, o)
o = @ Yo = a CL%
00— —5 0— &0 — 77—
QCLQ’ 4@27

die fiir as nach oben und as nach unten offen ist.

Lineare und quadratische Funktionen wurden intensiv in Schule behandelt.
SchlieBen Sie evtl. Liicken selbstandig. J
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Verhalten im Unendlichen
Fiir jedes Polynom f(x) gilt

lim f(z) = oc.

r—+oo

Eigenschaften von Polynomen abhingig von Grad und Leitkoeffizient

Grad Leitkoeffizient | Verhalten fiir | Verhalten fiir Beschrankheit
T — —00 T — 00 von f
n gerade an <0 flz) - —o0 flz) - —oc0 beschrinkt nach oben
n gerade an >0 flz) — o0 f(z) - o0 beschrinkt nach unten
n ungerade | an <0 flz) = o0 f(z) = —oc0 weder nach oben noch
nach unten beschrénkt
n ungerade | an >0 flz) - —oc0 f(z) = o0 weder nach oben noch

nach unten beschriankt

Bemerkung: Aus Tabelle Iasst sich insbesondere schlieBen, dass kein Polynom gleichzeitig nach

oben und nach unten beschrankt ist. Dariiber hinaus besitzen Polynome ungeraden Grades den

Wertebereich R = die Gleichung f(z) =y, y € R besitzt mindestens eine reelle Lésung.
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Beispiel
Das Polynom
1 1
flz) = —Exs + 223 — ng +1

besitzt den Grad n = 5. Es verhilt sich fiir betragsgroBe x so wie das Polynom z — —%15. Nach
der oben angegebenen Tabelle ist

ml{lzloo f(x) = oo und xlgréo f(z) = —o0

Da f(z) (wie jedes Polynom) stetig ist, besteht der Wertebereich von f(z) aus allen reellen
Zahlen.
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Nullstellen von Polynomen

Jedes Polynom
f(@) = ana™ + an—12" '+ + a1z +ao
mit an, # 0 l3sst sich in der folgenden Weise faktorisieren, d.h. darstellen in der Form

fl) = an-(x—)\l)-(x—)\g)-...-(x—)\k)-(x2+p1x+q1)-..,-(x2+pmx+qm)
k m

= an [[@—2)" ]G +piz+a)", (3)
=1 i=1

wobei.2?=1 i+ 22:’;1 vj =n. Die.quadratisc.hen Faktc.>ren besitzen keine reellen Nullstellen,
und die Ausdriicke in den Klammern sind paarweise verschieden.

Die Zahlen \; sind gerade die Nullstellen von f. Die Zahl 1; heiBt Vielfachheit der Nullstelle X;.

Jedes Polynom von ungeradem Grad besitzt somit mindestens eine Nullstelle. Ein Polynom vom
Grad n besitzt hochstens n Nullstellen.

Was sind die Nullstellen des Polynoms

flz) =z* — %zg’ —2z% 4 gz?
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Gebrochen-rationale Funktionen

Definition 5.2

Eine Funktion der Form

amT™ 4+ a1x +ag  pm(x) (4)

f(x): bz + -+ bz + by - Qn(x)

(mit a,, # 0, b, # 0) heiBt (gebrochen-) rationale Funktion.

P () = ama™ + -+ - + a1z + ag heiBt Zahlerpolynom von f,
qn(z) = bpax™ + -+ -+ byx + by heiBt Nennerpolynom von f

Rationale Funktionen sind bis auf die Nullstellen des Nennerpolynoms ¢,, (Pole,
Liicken) tiberall definiert, d.h. der Definitionsbereich D von f ist

D ={z eR:q,(x)#0}.

Wir werden das Verhalten einer gebrochen-rationalen Funktion f in der
Umgebung der Nullstellen des Nennerpolynoms untersuchen, fiir welche die
Funkion nicht definiert ist.
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Null- und Polstellen

Wir setzen im weiteren voraus, dass Zahlerpolynom p und Nennerpolynom ¢ keine
gemeinsamen Nullstellen haben.

Andernfalls kann man die betreffenden Linearfaktoren kiirzen und “fiillt” ggf. die Definitionsliicke

“auf”. Betrachte z.B. f(z) = (““;__11) = %

Die Nulistellen von f sind dann gerade die Nullstellen des Zahlerpolynoms p.

Ist 2 eine Nullstelle (mit Vielfachheit k) des Nennerpolynoms ¢, so heiit xy Pol
(k—ter Ordnung) von f. Es gilt

lim |f(x)| = oo.

Tr—x0

Dabei hat f bei xg
@ einen Vorzeichenwechsel, wenn k ungerade ist;

@ keinen Vorzeichenwechsel, wenn k gerade ist.
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Interpretieren Sie das folgende Schaubild der Funktion

_ 522 —37x+54  5(z—2)(z—27/5)
23— 622+ 9z z(z — 3)2

f(@)

im Hinblick auf die gewonnenen Erkenntnisse iiber Null- und Polstellen.

8

4l

0 . .
_4t
& 4 0

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen 62 / 101



Verhalten im Unendlichen

Seien m der Grad des Zahlerpolynoms p und n der Grad des Nennerpolynoms gq.
Dann gilt mit a,,, b, aus (4):

0 falls m < n,

T——00 T—00

lim f(z)= lim f(x) :{

A /by, falls m = n.

Falls m > n, so gibt es Polynome s und ¢ mit grad(s) = m — n und grad(¢) < n,

(
so dass ;
fla) = PO _ gy 4 H2) (5)

Insbesondere gilt fiir m > n, dass

lim |f(2) — s(2)| = lim |f(2) - s(z)| =0.

T——00 Tr—00

Man sagt, s ist Asymptote von f fiir |x| — oo; die Graphen von f und s kommen
sich im Unendlich beliebig nahe.
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Interpretieren Sie das folgende Schaubild der Funktion
7z
flz) =

5r — 5 5 +

3—z245 1,
=-zx
z—1
im Hinblick auf die Asymptotik im Unendlichen und an den Polen.

4
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Exkurs: Polynomdivision / Euklidscher Algorithmus

Die Polynome s und ¢ in (5) kénnen mit dem Euklidschen Algorithmus berechnet
werden. Diesen lernt man am besten an Beispiele:
(2% = 1222 + Bx+150): (x —5) = 22 — Tx — 30
—(z3 — 52?)
—72% + Bx
— (=72 +35x)
=302 + 150
—(—30a + 150)
0

Ergebnis:
x3 — 1222 + 5z + 150 _

r—5

z2 — Tz — 30.
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(42" — 2t + 22% +2?
—(4a® +4x7)

Exkurs: Polynomdivision / Euklidscher Algorithmus

—1): (@ +1) =4’ -2 — 2w+ 2+
—at =25
—(-=

2r—3
241
—:52]
— 28 L 2y
—( =247 —2x)
2% + 27— 1
—(2x? +21
2r—3
Ergebnis:
5 4 3 2
4z° — 2 +22° +x —1_43 2_ 9019 2z — 3
5 =4dx” —2" —20 4+ 24+ ———.
4+ 1 4 +1
Daniel Gerth (JKU)
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Potenz- und Wurzelfunktionen

Definition 5.3

Eine Funktion der Form
f@)=2" neN

heiBt Potenzfunktion. Diese Funktion ist fiir alle n € N eine bijektive Abbildung

von [0, 00) auf [0, 00). lhre Umkehrfunktion
gZ[0,00)-)[0,00), T = %:ml/n

heiBt n—te Wurzel von x (Wurzelfunktion).

(6)

Fiir n € N definieren wir
n 1
Allgemeiner erhalten wir Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten iiber

g:10,00) = [0, 00), x> Vxm = 2™ (m e Z,n e N).
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Die Funktionen f(z) = 2", n € N gerade

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :

‘Wertebereich :

Monotonie :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Asymptotik :

Sonstiges :

Abbildungen und Funktionen

R
+
RI1

streng monoton fallend auf R,
streng monoton steigend auf ]R(T

umkehrbar auf R’
oder auf RS‘

beschraenkt nach unten mit
f(z) >0 firallez € R

lim f(z) =00

z—Foo
O =f=n=1,
f(0)=0
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Die Funktionen f(z) = 2", n € N ungerade

Definitionsbereich :

‘Wertebereich :

Monotonie :

Umkehrbarkeit :

Asymptotik :

Sonstiges :

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen

Beschraenkheit :

R
R

streng monoton steigend
auf ganz R

umkehrbar auf R
mit Umkehrfunktion
f1:R =R,
) = vy

weder nach oben
noch nach unten beschraenkt

lim f(z) = —oo

Jif(e) = o0

f) =1 f(=1)=-1,
f(0)=0
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Die Funktionen f(x) = /z, n € N gerade

Definitionsbereich : Rg
‘Wertebereich : Rb"

Monotonie : streng monoton steigend
auf ganz ]Rg

; .| Umkehrbarkeit : umkehrbar auf ]Rg
K mit Umkehrfunktion
LR — R,
) =y"
Beschraenkheit : beschraenkt nach unten mit

f(z) >0 fiir alle z € R

Asymptotik : lim f(z) = o0
€T —r o0
Sonstiges : f1)=1, f(0)=0

Daniel Gerth (JKU) Abbildungen und Funktionen 70 / 101



Die Funktionen f(x) = /z, n € N ungerade

Definitionsbereich : R

‘Wertebereich : R
Monotonie : streng monoton steigend
auf ganz R
Umkehrbarkeit : umkehrbar auf R
T T mit Umkehrfunktion
f1:R =R,
J fHy) =y"
= i Beschraenkheit : weder nach oben
noch nach unten beschraeankt
Asymptotik : lim f(z) =—o0
T——00

Sonstiges : f)y =1, f(-1)=-1,
f(0)=0
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Die Funktionen f(z) = 2™, n € N gerade

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :
‘Wertebereich :

Monotonie :

Symmetrie :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Polverhalten :
Asymptotik :

Sonstiges :

Abbildungen und Funktionen

R*\ {0}
+
Rg
streng monoton steigend auf R™

streng monoton fallend auf R+

gerade Funktion bzw.
Symmetrie des Graphen zur
y — Achse

umkehrbar auf R~
oder auf Rt

beschraenkt nach unten mit
f(z) >0 fiir alle z € R

lim f(z) = o0

lim f(z)=0

xr—Foo

=1 f=1)=1
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Die Funktionen f(z) = ™", n € N ungerade

Definitionsbereich :
‘Wertebereich :

Monotonie :

Symmetrie :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Polverhalten :

Asymptotik :

Sonstiges :
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R\ {0}
R\ {0}

streng monoton fallend auf R,
streng monoton fallend auf R,
keine Monotonie auf R\ {0}

ungerade Funktion bzw.
Punktsymmetrie des Graphen
zum Ursprung

umkehrbar auf R\ {0}
mit Umkehrfunktion

7R\ {0} = R\ {0},
Ny = 7(/I

y
weder nach oben
noch nach unten beschraenkt

lim f(z) = —o0
g, 1) = oo

oD S =0

fO) =1, f(-1) =1
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Beispiel

Vertreter von Funktionen der Gestalt f(x) = cx™™ mit einer Konstanten ¢ € R
sind in der Natur weit verbreitet. Beispielsweise iiben zwei beliebige Korper mit
den Massen m; und mso wechselseitig gleich groBe, entgegenrichtige Krafte
aufeinander aus. Haben ihre Schwerpunkte den Abstand x voneinander, ist der
Betrag dieser Kraft nach dem Gravitationsgesetz der Mechanik gegeben durch

- Gmlmg

F({E) 2

T

G = 6.67 - 10‘11%7’”22 ist dabei die Gravitationskonstante.
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Exponentialfunktion
Definition 5.4

Die Exponentialfunktion ist durch

ooxn
f:R—=R, mHZF
=0

definiert und wird mit f(x) = e® oder f(x) = exp(x) bezeichnet.

Satz 5.5
Wichtigste Eigenschaften:
@ "MV =e¢%eY, (e*)Y = e fiir alle x,y € R,
@ e* >0 fiir alle x € R,
o f(x) = e” ist streng monoton wachsend auf R,

o lim e =00 und lim e* =0.
r—r 00 r——00

Die Exponentialfunktion spielt eine zentrale Rolle in Wachstumsmodellen und bei der Lésung
linearer Differentialgleichungen.
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Logarithmusfunktion

Definition 5.6
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

In: (0,00) = R, z— In(z)

heiBt natiirlicher Logarithmus oder Logarithmus zur Basis e.

Satz 5.7

Wichtigste Eigenschaften:
o In(e®) = z (fiir v € R) und e™®) = (fiir x > 0),
@ In(z) >0 firz>1 undIn(z) <0 fir0 <z <1,
o In(ry) = In(x) + In(y), In(a¥) = yIn(a),
e x — In(x) ist streng monoton wachsend auf R,

e lim In(z) = oo und lim In(z) = —oc.
T — 00 x—0

Logarithmen werden hiufig benutzt, wenn BeobachtungsgroBen iiber viele GroBenordnungen
variieren (Schalldruckpegel, pH-Wert,. . .).
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Graphische Darstellung

von Exponentialfunktion (blau) und natiirlichem Logarithmus (rot)
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Potenzen mit reellem Exponenten

Fiir a > 0 und b € R definieren wir nun
a” = e"mla) @)

Damit kénnen wir nun z.B. die Potenzfunktion

rin(z)

)

f:(0,00) > R, z—a":=¢

fiir beliebige reelle Exponenten 7 erklaren. Desweiteren er6ffnet sich die
Méoglichkeit, Funktionen vom Typ

f(@) =a® (a>0)

zu definieren.
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(Allgemeine) Exponentialfunktion

Definition 5.8
Fiira >0, a # 1, ist

f:R— (0,00), x> a® = e*»@

die allgemeine Exponentialfunktion oder Exponentialfunktion zu Basis a.

Das Verhalten einer solchen Exponentialfunktion wird wesentlich von der Basis a > 0 bestimmt.
Wir unterscheiden deshalb die Félle 0 < a <1 und a > 1.
Der Fall a = 1 lasst sich von unseren Betrachtungen guten Gewissens ausschlieBen, da es sich bei

der Funktion
1" =1

um die konstante Funktion mit Wert 1 handelt.
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Satz 5.9
Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion ergeben sich:

e a*V =a%a¥, (a®)¥ = a®¥, (ab)® = a®b®, Z—z =a”"Y,

e a” >0,
@ x — a” ist streng monoton wachsend auf R, falls a > 1,
@ x — a” ist streng monoton fallende auf R, falls 0 < a < 1,
o lim a®* =cound lim a® =0 (wenna>1),
T—00 T——00
e lim a¢®* =0wund lim a® =00 (wenn0<a<1).
r—r—0o0

T—00
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Die Funktionen f(x) =a", a > 1

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :

‘Wertebereich :
Monotonie :

Umbkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Asymptotik :

Sonstiges :

Abbildungen und Funktionen

R
R+
streng monoton steigend auf R

umkehrbar auf ganz R
mit Umkehrfunktion
fL:RT 5 R,

=1 (y) = log, (y)

nach unten beschraenkt mit
f(z) >0 firallexz € R

oD, S2) =0

f0)=1
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Die Funktionen f(z) =a”, 0 <a <1

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :

‘Wertebereich :
Monotonie :

Umbkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Asymptotik :

Sonstiges :

Abbildungen und Funktionen

R
R+
streng monoton fallend auf R

umkehrbar auf ganz R
mit Umkehrfunktion
fL:RT 5 R,
=1 y) = log,(y)
nach unten beschraenkt mit
f(z) >0 firallexz € R
lim f(z) =00
xr—r—00

f0)=1
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Logarithmen. Eigenschaften

Definition 5.10

Die Umkehrfunktion von f(x) = a® heiBt Logarithmus zur Basis a:

log, : (0,00) = R, = — log,(z),

Satz 5.11

Es seien a,z,y € RT und r,z € R. Dann gilt:
o alo8.(®) — 1

o log, (ay) = 1og, («) +log,(y), 1og, (%) = log,(x) — log,(y), log,(a*) =

z, log,(z") = rlog,(z),
e z +— log,(z) ist streng monoton wachsend fiir a > 1, streng monoton fallend

fiira <1
° li_)m log,(x) = oo fiir a > 1, li_)rn log,(z) = —oo fira <1
° mli>no1+ log, (z) = —oo fiira > 1, w1—1>%1+ log,(x) = oo fiir a < 1.

vy
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Logarithmen. Eigenschaften
Von besonderer Bedeutung ist in der Praxis auch das folgende Rechengesetz.

Satz 5.12

s () = % be R\ {1}

Zum Beweis des Satzes 5.12 berechnen Sie mit Hilfe des Gesetzes

aloBa (@) _ 4

aus dem obigen Satz a°85(%) 1084 (0),

Haufig verwendete Logarithmen

In(z) := log, () “Logarithmus naturalis” = Logarithmus zur Basis e. Hierbei ist
e:= ILm (n+ %)” ~ 2.718 die Euler'sche Zahl.
n o0

Ig(x) :=log o(x) | Logarithmus zur Basis 10

ld(z) := logy () “Logarithmus dualis” = Logarithmus zur Basis 2.

V.
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Beispiel

Eine bekannte GroBe der Chemie, mit deren Hilfe sich die Sauregehalt einer
Losung in Zahlen fassen lasst, ist der pH-Wert. Seine Definition greift auf den
Logarithmus zur Basis 10 zuriick: Ist ¢ die Konzantration an H3O' —lonen in
einer Fliissigkeit in mol/l, so definiert man den pH-Wert dieser Fliissigkeit als

pH = —log;pc=—lgec.
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Die Funktionen f(x) =log,(x), a >1

Definitionsbereich : Rt

Wertebereich : Rt
Monotonie : streng monoton steigend auf RT
Umkehrbarkeit : umkehrbar auf ganz Rt
mit Umkehrfunktion
| f~1:R = Rt
| - fHy) =a?
) Beschraenkheit : nach oben und unten
unbeschraenkt
Asymptotik : lim f(z) =—o0
x—0+4
Jim_f(2) =oc
Sonstiges : f(1)=0
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Die Funktionen f(x) =log,(z), 0 <a <1

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :
‘Wertebereich :
Monotonie :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Asymptotik :

Sonstiges :

Abbildungen und Funktionen

R+
R+
streng monoton fallend auf R+

umkehrbar auf ganz Rt
mit Umkehrfunktion
f~1:R = Rt

) =av

nach oben und unten
unbeschraenkt

li =
g, J() = 00
Jim_f(e) = o0

f=o0
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Trigonometrische Funktionen und Arkusfunktionen

Bei der sauberen analytischen Definition der Sinus- und Kosinusfunktion geht der
Mathematiker wie folgt vor:

@ Erweitere den Definitionsbereich der Exponentialfunktion auf komplexe

Zahlen: -
Z’n
exp:C — C, exp(z) = Z:O o
@ Definiere Sinus und Kosinus gemaB
sin: R — [0, 1], sin(z) = Im(e™),
cos: R —[0,1], cos(x) = Re(e™). (8)

Damit ergeben sich unmittelbar auch Reihendarstellungen zu Sinus und Kosinus,
doch dazu spater.
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Die

Funktionen f(z) = sin(x) und f(x) = cos(z)

Sinus

-2n

Kosinus

2n

-n 0

Daniel Gerth (JKU)

2n

Definitionsbereich :
‘Wertebereich :

Symmetrie :

Periodizitaet :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Abbildungen und Funktionen

R
[_171]

Sinus: ungerade
Kosinus: gerade

27 — periodisch

umkehrbar nur auf
Teilintervallen:

Sinus: kanonischer Um-
kehrbereich [—g, g] ;
Kosinus: kanonischer Umkehr-
bereich [0, 7]

nach oben und unten
beschraenkt durch groesste
untere Schranke m = —1 und
kleinste obere Schranke M =1
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Praxis-Hinweis

Charakteristische Werte der Sinus- und Kosinusfunktion

T 0 I 5w =5 2r
sin(z) 0 —= 1 0 -1 0
cos(z) 1 % 0o -1

Die Angabe eines Winkels

Das Argument der trigonometrischen Funktionen ist eine WinkelgroBe. Die Angabe eines Winkels
kann dabei in unterschiedlichen Einheiten erfolgen:

@ Gradzahl: 1°,3°,90° (Dem Vollkreis entspricht dabei die Gradzahl 360°).
@ BogenmaB-Angabe: 7, 27, 1.

Ein Winkel z im BogenmaB verhilt sich zu 27 (Vollkreis) genauso wie der zugehérige Winkel o

im GradmaB zu 360°, oder kurz
e

o1 360°

(a) Wandeln Sie die Gradzahlen 45°,30° und 1° in BogenmaB um;

(b) Wandeln Sie die folgenden BogenmaB-Angaben in Gradzahlen um: «, %, 1.

W
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Satz 5.13 (Eigenschaften von Sinus und Kosinus)

sin(x + 27) = sin(x), cos(z + 27) = cos(x),

d.h. Sinus und Kosinus sind 27— periodisch,

sin(—z) = —sin(x), cos(—z) = cos(z),

d.h. der Sinus ist ungerade, der Kosinus gerade,

sin(x) = cos(mw/2 — x) und cos(x) = sin(w/2 — z),

d.h. die Graphen sind um /2 gegeneinander verschoben,
sin?(x) + cos?(x) = 1 (Satz des Pythagoras, Eulergleichung),

sin(z) =0 = kmr mitk € Z und

cos(z) =0z =kr+n/2 mitk € Z,

sin(z) ist auf [—%, %] steng monoton wachsend und
cos(z) ist auf [0, | streng monoton fallend.
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Satz 5.14

)
cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) (sin"(z) := (sin(z))"
) —

®© 6 6 o o o
192}

cos(3x) = 4 cos®(x)

(Additionstheoreme und Rechengesetze)
in(z &+ y) = sin(z) cos(y) = cos(z) sin(y),
+ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y),
= 2sin(x) cos(z),
in(3x) = 3sin(x) — 4sin®(z),
— 3 cos(x).

, analog fiir cos),

Man kann diese Beziehungen mit Hilfe der Eulerschen und der de Moivreschen Formel beweisen. J
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Satz 5.15

Die Funktion f(x) = asin(bx + ¢), a # 0,b > 0,c € R, besitzt folgende
Eigenschaften:

, —la] < f(z) < |al

o kleinste Periode p = 277‘

o Amplitude |a

@ Phasenverschiebung

Die Funktion f(z) = asin(bx + ¢) geht also aus f(z) = sin(z) hervor, indem
man:

@ den Funktionsgraph um —¢ verschiebt entlang der x-Achse

@ die Funktionswerte mit o multipliziert

e die Funktion (in z Richtung) um den Faktor b staucht

Analog findet man die Eigenschaften der Funktion f(x) = acos(bz + ¢),
a#0,b>0,ceR
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Der Tangens von x ist definiert durch

FR\(bn+ D5 ke Z) o R, o tan(e) = SO
Der Kotangens von z ist definiert durch
cos(x)
R\{krw: keZ R t(x) = .
fR\ {kn €Z} — R, x +— cot(x) sin(z)

Im Gebrauch ist vor allem der Tangens.

Satz 5.16 (Eigenschaften von Tangens und Kotangens)
@ tan und cot sind w—periodische Funktionen,
o tan(—z) = — tan(x) und cot(—x) = — cot(x),
d.h. beide Funktionen sind ungerade,

e tan ist auf (—m/2,7/2) streng monoton wachsend und
cot ist auf (0, ) streng monoton fallend.
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(=]

—y

cos(x)

Abbildungen und Funktionen

tan(x)




Die Funktionen f(z) = tan(x) und f(x) = cot(z)

Definitionsbereich :  Tangens: R\ {knw + 5 : k€ Z}
Kotangens: R\ {km: k € Z}

‘Wertebereich : R
Symmetrie : ungerade
Tangens Kotangens
. Periodizitaet : 7 — periodisch
Umkehrbarkeit : umkehrbar nur auf

Teilintervallen:

Tangens: kanonischer Um-
kehrbereich [—g, g] ;
Kotangens: kanonischer Um-
kehrbereich [0, ]

Beschraenkheit : weder nach oben noch
-on -* 0 n an nach unten beschraenkt
Monotonie : Tangens: ist monoton

steigend auf (—7/2,7/2)
Kotangens: ist monoton
fallend auf (0, )
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Arkusfunktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen nennt man
Arkusfunktionen.

Da die trigonometrischen Funktionen auf R nicht bijektiv sind, muss man
Einschrankungen auf bestimmte Intervalle betrachten.

Man schrankt Kosinus und Kotangens auf [0, 7] sowie Sinus und Tangens auf
[—Z,Z] ein, und erhlt die Umkehrfunktionen
e arcsin: [—1,1] = [-%, 2], y = arcsin(z) & =z =sin(y), y € [-3, 53],
@ arccos : [—1,1] — [0, 7], y = arccos(z) < x = cos(y), y € [0,7],
e arctan: R — [~Z, 2], y = arctan(z) < z = tan(y), y € [-3, %],
@ arccot : R — [0, 7], y = arccot(z) < = = cot(y), y € [0, 7],

mit Namen Arkussinus, Arkuskosinus, Arkustangens und Arkuskotangens.

Gesucht sind samtliche Lésungen der Gleichung

1
sin(z) = —.
2
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Die Funktionen f(z) = arcsin(z)

w2

arccos

arcsin

Daniel Gerth (JKU)

Definitionsbereich :

‘Wertebereich :

Symmetrie :

Umkehrbarkeit :

Beschraenkheit :

Abbildungen und Funktionen

[_1’1]

(-3 5]
ungerade Funktion,

d.h. Punktsymmetrie des
Graphen zum Ursprung

umkehrbar mit
Umkehrfunktion

F R R

7 (y) = sin(y)
beschraenkt durch groBte
untere Schranke m = —7/2
und kleinste obere Schranke
M=mx/2
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Die Funktionen f(z) = arctan(x)

Definitionsbereich: R
‘Wertebereich : (—g, z

Symmetrie : ungerade Funktion,
d.h. Punktsymmetrie des
Graphen zum Ursprung

arccot

Umbkehrbarkeit : umkehrbar mit

w2 { Umkehrfunktion
fli[om ] R,
7 (y) = tan(y)

Beschraenkheit : beschraeankt durch gréBte
untere Schranke m = —m /2
und kleinste obere Schranke

"2, 2 0 2 4 M = 7T/2

arctan

Monotonie : monoton steigend auf R

Asymptotik : lim arctan(z) = 7g,
Tr—r—00
s

zlew arctan(z) = 3
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Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen / Tutorien)

o Begriffe wie Monotonie, Periodizitdt, Symmetrie sicher beherrschen und
anwenden kdnnen,

o den Grenzwertbegriff fiir Funktionen tiefgreifend verstanden haben und fiir
viele Funktionen bereits Grenzwerte berechnen kdnnen,

@ den Begriff der Stetigkeit und seine mathematischen Konsequenzen
tiefgreifend verstanden haben,

@ Funktionen anhand von oben genannten Definitionen auf Stetigkeit
untersuchen konnen,

o einen Uberblick iiber elementare Funktionen gewonnen haben und mit den
wichtigsten sicher umgehen kdnnen (Schwerpunkte: Polynome, Potenz- und
Wurzelfunktionen, Exponentialfunktion und Logarithmen, trigonometrische
Funktionen).

Sie sind sich nicht sicher oder meinen “nein”? Sie wissen schon...
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