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Uberblick Komplexe Zahlen

Dieses Kapitel erklart:
@ Was komplexe Zahlen sind

@ Wie man mit ihnen rechnet

Daniel Gerth (JKU) Grundlagen 2/30



Inhaltsverzeichnis

G Komplexe Zahlen
@ Die Polarform einer komplexen Zahl
@ Die komplexe Exponentialfunktion

© Ziele erreicht?

Daniel Gerth (JKU) Grundlagen 3/30



Komplexe Zahlen

Motivation

Erinnern Sie sich an die Zahlbereichserweiterungen? Unser Ziel war dabei,
bestimmte Gleichungstypen uneingeschrankt I6sen zu kdnnen.

Z. B. hatte x + 3 = 2 in N keine Losung. Erweitert man den Zahlbereich zu Z, so
|asst sich eine Losung angeben (z = —1).

In den reellen Zahlen sind quadratische Gleichungen nicht immer I6sbar: z2 = 1
hat in R zwei Lésungen 10 = +1,
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Komplexe Zahlen

Motivation

Erinnern Sie sich an die Zahlbereichserweiterungen? Unser Ziel war dabei,
bestimmte Gleichungstypen uneingeschrankt I6sen zu kdnnen.

Z. B. hatte x + 3 = 2 in N keine Losung. Erweitert man den Zahlbereich zu Z, so
|asst sich eine Losung angeben (z = —1).

In den reellen Zahlen sind quadratische Gleichungen nicht immer I6sbar: z2 = 1
hat in R zwei Lésungen z1 2 = +1, dagegen hat 22 = —1 in R keine Lésung.

Um diesen "Mangel” zu beheben, kann man eine weitere Zahlbereichserweiterung

durchfiihren. Der initiale Schritt ist dabei das Hinzufligen einer neuen Zahl i, sie
i? = —1 erfiillt.
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Definition 1.1 (Komplexe Zahlen)

Eine komplexe Zahl z ist ein Ausdruck der Form
z=a+ib mita, b € R.
Die Zahl i (mit der Eigenschaft i*> = —1) heiBt imaginire Einheit.

Hierbei heiBt a := Re z Realteil und b := Im z Imaginarteil von z.

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sowohl die Realteile als auch
die Imaginarteile iibereinstimmen, d.h.

z1 = 29 <> Rez; = Re 29 Alm 27 = Im z5.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Bemerkung: Jede reelle Zahl a € R lasst sich mit der komplexen Zahl z = a + ¢0 identifizieren.
In diesem Sinne gilt R C C. Weiters schreiben wir

a+10=a+0i=a sowie 0+ ib=1ib=bi.
Komplexe Zahlen der Form a + i0 (bzw. 0 + ib) heiBen (rein) reell (bzw. imagindr).
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Definition 1.2

Sei z =a+ib (a,b € R) eine komplexe Zahl. Dann heiBt
@ z :=a —ib die zu z konjugiert komplexe Zahl.
o |z| := Va2 + b2 der Betrag von 2.

GauBsche Zahlenebene

Im =z
[ :zfaJrzb
0 a Re >
DN N :
Z=a—1b

Eine komplexe Zahl z veranschaulicht man sich als Punkt der GauBschen Zahlebene mit der
Koordinaten (Re z,Im z).
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Satz 1.3 (Rechnenoperationen in C)
Fiir z=a+1ib, w=c+id € C (a,b,c,d € R) definiert man
z+w = (a+c)+i(b+d),
z—w = (a—-c)+ib—d),
zw = (ac—bd)+i(ad + bc),
z ac+bd  bc—ad
w o 02+d2+102+d2 5= |

Diese Operationen sind so definiert, dass man die gewohnten Vorstellungen von
den reellen Zahlen unter Beachtung von i2 = —1 direkt iibertragen kann.

Die Division lasst sich als " Erweitern” mit dem Konjugiert-Komplexen des
Nenners auffassen:

z  (a+ib)(c—id) (a+ib)(c—id) zw

w  (c+id)(c—id) 2 + d2 wl]?”
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Man gebe zu z1 =1, 2o = —i, 23 = =3+ 24, z4 = 1 + i Real- und Imaginarteil
an und zeichne die zugehorigen Punkte in der GauBschen Zahlenebene. Man
berechne z5 + z4, 23 — 24, 23 - 24 Sowie z3/24.

Addition und Subtraktion in der GauBschen Zahlenebene

Im =z

2]
T2+

0 Re 2
22

Beachten Sie die Analogie zur Vektorrechnung!
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Geometrische Interpretation des Betrags

In der GauBschen Zahlenebene charakterisiert
@ |z| den Abstand einer Zahl z zum Koordinatenursprung;
® |21 — 22| = |22 — 21| den Abstand zwischen z; und 2z in der GauBschen
Zahlenebene;
o die Menge M ={z€ C: |z— z| <r} firr>0und z, € C eine
Kreisscheibe um zy mit Radius 7.

Im 2 Im =z
A 4
2 — 2y
—z2 ‘Zl‘
.
| |21 — 29
0 "Re 2 0 Re z
|20 29
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C als Zahlkorper

Mit der eingefiihrten Addition und Multiplikation bildet C einen Zahlkorper.
Konsequenzen sind:
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C als Zahlkorper

Mit der eingefiihrten Addition und Multiplikation bildet C einen Zahlkorper.
Konsequenzen sind:

Die arithmetischen Gesetze der reellen Zahlen (vgl. S. 26) gelten auch fiir
komplexe Zahlen.

Satz 1.4

Die Rechenregeln fiir reelle Zahlen (Satz ??) sowie die binomischen Formeln und
deren Verallgemeinerungen (Satz ??) gelten auch fiir komplexe Zahlen.

Die gewohnt schreiben wir dabei fiir z € C, n € N

1
— 0._ -n ._
2" i=2z-z...-z (n Faktoren), =z :=1, z = (z #0).

Finden Sie die komplexen Losungen der Gleichung

22(z4+1)(z—4+i)=0.
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Rechnenregeln fiir z und z

Satz 1.5 (Rechnenregeln fiir z und z)
Fiir z,w € C gelten

0 z=z,

eztw=z+tw, zw=zw, (Z)=2%,
® 2z = |Z|2, |2| = |Z|,
oRez:%(z—l—Z), Imz:%(z—z)

Beweisen Sie einige dieser Regeln. J
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Rechnenregeln fiir Betrage

Satz 1.6 (Rechnenregeln fiir Betrage)
Fiir z,w € C gelten
@ |z| >0, wobei [z2| =0 & 2z=0,
o |2 =| -2,
° |zw| = |z|wl],
o Dreiecksungleichung
|2+ w| < |z] + |wl.

Warum lassen sich die Regeln
@ laj=¢c = a=codera=—c,
o |a|<c¢ & —c<ac<eg,

fir a € R, ¢ > 0 nicht auf komplexe Zahlen anwenden?
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Die Polarform einer komplexen Zahl

Eine komplexe Zahl z # 0 ist auch iiber ihre Polarkoordinaten in der GauBschen
Zahlebene eindeutig charakterisiert:

Im =

S

0 a Re z

Dabei ist
@ 1 = |z| der Abstand von z zu 0,

@ ¢ der "Drehwinkel” des Ortsvektors zu z, gemessen von der reellen Achse im
Gegenuhrzeigersinn.
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Die Polarform einer komplexe Zahl

Mir den klassischen Definitionen von Sinus und Kosinus am Einheitskreis gilt also
firz=a+1ib:

z=rcose+i-rsing = |z|(cosp + isinp).

Definition 1.7 (Polarform)
Fiir z = a+1ib (a,b € R), z # 0, heiBt ¢ = arg(z) Argument von z, falls
|z| cos p = a, |z| sinp = b. (1)

Die Darstellung
z = |z|(cos ¢ + isin @)

heiBt Polarform von z.

Das Argument ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 festgelegt. Man wahlt
haufig ¢ € [0, 27), um Eindeutigkeit zu erhalten, und spricht dann man vom
Hauptwert des Arguments.
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Umwandlungsarbeiten

@ Von der Polarform z = |z|(cos ¢ + isin ¢) zur kartesischen Form gelangt man
durch Ausmultiplizieren.

@ Von der kartesischen Form z = a + ib zur Polarform gelangt man mit

|z| = va? +b% und (1).

Zur Bestimmung des Arguments kann man auch

b
tan = o (a #£0)

benutzen, muss dabei aber auf Quadrantenbeziehungen achten (der Fall
a = 0 ist trivial).

Wie lautet die Polarform von 2i, —1, —3 + 2i7 )
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Die komplexe Exponentialfunktion

Die Zahl ¢ (¢ € R) spielt im Zusammenhang mit der Polarform eine wichtige
Rolle. Da uns noch keine Potenzreihen zur Verfiigung stehen, definieren wir sie
vorldufig mittels

Definition 1.8

Eulersche Formel '
e :=cosp+ising (p€R).

Damit kann man jede komplexe Zahl z # 0 schreiben als
2z =|z|(cosp +ising) = |z|e"?  (p = arg(z)).

Diese Darstellung nennt man Eulersche, Exponential- oder einfach wieder
Polardarstellung von z.

Im Einklang mit den Potenzgesetzen schreiben wir ferner e* = e®e™ fiir eine
beliebige komplexe Zahl z = a + ib(a,b € R). Auch dies wollen wir vorlaufig als
Definition verstehen.
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Die komplexe Exponentialfunktion

Es l&sst sich zeigen, dass die komplexe Exponentialfunktion dhnlichen Gesetzen
geniigt, wie die reelle:

Satz 1.9
Fiir z, w € C, n € N gelten:

insbesondere also fiir ¢, 1 € R :

eilot) = givgiv  gilp=w) — &
) e“/) )
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Eulersche Formel

Die Eulersche Formel ¢ := cosp +ising (¢ € R) liefert den Schliissel fiir
folgende Beobachtung:

e ¢ ist die komplexe Zahl auf dem Einheitskreis, deren Argument ¢ ist.

Imz

—_

et
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Multiplikation und Division in der Polarform

Fiir zwei komplexe Zahlen z, w # 0 mit den Polardarstellung

z = |z]e"® = |z|(cosp +isingp)
w = |w|e” = |w|(cosy +isiny)
erhilt man
Zzow = |z||w|ei“’ew
= |zw|ei(w+w)

Jewl(cos(p + ) + isin(i + 1))
2lete
w]ei®

‘i cilo—)
w

= ‘g‘ (cos(¢ — o) +isin(p — 1)),

SRS

d.h. arg(zw) = arg(z) + arg(w) und arg(Z) = arg(z) — arg(w).
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Geometrische Darstellung von Multiplikation und Division

Im z Im =

wz w

|wz] Z
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Potenzen und Wurzeln

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 mit Polardarstellung z = |z]e’ und n € N gilt
weiterhin

2" = \z|"(ew)" = \z|”em“’ = |z|"(cos(np) + isin(np)).

Bei der Ermittlung der Lésungen von w™ = z zu einer gegebenen komplexen Zahl
2 = |z]e™? ist zu beachten, dass ¢ + ¥ im Gegensatz zum reellen Zahl
2m—periodisch ist, d.h.

e = etk (ke 7).

Somit liefert die (formale) Anwendung der Potenzgesetze

wh= e e w= el TR = R,

Auch die Periode 27 wird also durch n geteilt, wodurch n verschiedene "n—te
Waurzeln" von z entstehen.
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Wir fassen unsere Voriiberlegung folgendermaBen zusammen:
Satz 1.10 (Potenzieren und Radizieren in C)
Sein € N, dann gilt
e Die n—te Potenz von z = |z|e'¥ = |z|(cosp + isinp), ¢ € R ergibt sich zu
2" = |2]"e™? = |z|™(cos(nyp) + isin(ny)).
Insbesondere gilt die de Moivresche Formel
(cosp + isinp)™ = (cos(np) + isin(ny)).

o Fiir jede Zahl z = |z|e'¥ hat die Gleichung w™ = z genau n verschiedene
Lésungen

; x 2k 2k
wE = A |z|ei(%+%) = /7| (cos (% I 7T> + isin (% I —7T>)

n n

mitk=0,...,n—1.
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Geometrische Darstellung der n—ten Wurzeln

Die n—ten Wurzeln von |z|e’? liegen auf einem Kreis mit Radius {/|z| um den
Nullpunkt und bilden ein regelm&Biges n—Eck.

lllustration am Beispiel der 8—ten Wurzeln von —256 = 256¢".
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Exkurs: Mehrfachwinkelformeln und Additionstheoreme

Mit Hilfe der Eulerschen und der de Moivreschen Formel lassen sich Beziehungen
fiir trigonometrische Funktionen zeigen, z. B.

sin(x £y) = sinzcosy =+ coszsiny,
cos(x +y) = coszcosyFsinzsiny,
sin2x = 2sinxcosx,
cos2x = cos’x —sin®x  (sin™z := (sinx)", analog fiir cos),
sin3z = 3sinz —4sin’z,
cos3x = 4cos®z —3cosw.
Beweisen Sie einige dieser Beziehungen. )
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Exkurs: Komplexe Polynome

Bei der Bestimmung n—ter Wurzeln wurden Gleichungen der Form 2" —a =0
gelost. Wir wollen die Frage der Losbarkeit algebraischer Gleichungen allgemeiner
untersuchen. Folgende Terminologie:

Eine Abbildung der Form
p: C=C, p(z)=a,2"+an 12" +... a1z +ap

mit festen Zahlen (Koeffizienten) ag,aq,...,a, € C heiBt komplexes Polynom
vom Grad deg(p) = n.

Eine Zahl w € C heiBt Nullstelle von p, falls p(w) = 0.
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Abspalten von Linearfaktoren. Nullstellen

Besitzt ein Polynom p vom Grad n > 1 eine Nullstelle w, so ldsst sich p ohne Rest
durch (z — w) teilen, d.h. es gibt ein Polynom ¢ von Grad n — 1 mit

p(z) = (z —w)q(z), z€C.

Existenz von Nullstellen
Anders als in R gilt in den komplexen Zahlen folgende Aussage:
Satz 1.11 (Fundamentalsatz der Algebra) }

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.
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Zerlegung in Linearfaktoren

Von jedem Polynom p mit Grad n > 1 kann man also einen Linearfaktor
abspalten. Ist der verbleibende Rest mindestens vom Grad 1, kann man dies
natiirlich erneut tun usw... Wir halten fest:

Folgerung 1.12
Das Polynom p : C — C sei gegeben durch
p(2) = an2" +an_12" ...+ a1z + ao.
Dann existieren komplexe Zahlen w1, ..., w, mit
p(2) = an(z —w1)(z — wa) ... (2 — wy). @)

Jedes komplexe Polynom hat also sogar n Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt)
und zerfallt vollstiandig in Linearfaktoren.
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Die Berechnung der Nullstellen gemaB Satz 1.11 und Folgerung 1.12 ist schwierig
und erfolgt i. d. R. numerisch. Ausnahmen bilden n—te Wurzeln oder quadratische

Gleichungen mit reellen Koeffizienten:

Satz 1.13

Die komplexen Lésungen der quadratischen Gleichung
24+pz4+q=0, pgq€ER

sind gegeben durch

2 p2

212 =-2+£4/% —q fa//sz—qzo.
2

21,2 :—gj:i\/%z—q, fa//s%—q<0.

Verifizieren Sie den zweiten Fall durch Modifikation der bekannten Herleitung der
p — g—Formel. Geben Sie die komplexen Lésungen von 22 — 4z +5 = 0 an. J
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Das Auftreten konjugiert komplexer Zahlen in der p — g—Formel l&sst sich
verallgemeinern:

Satz 1.14

Sind die Koeffizienten des Polynoms
p:C—=C, p(z)=a2"+ap 12" +... +arz+ag

allesamt reell, so sind die Nullstellen reell (\; € R) oder treten in konjugiert
komplexen Paaren (a; +b;, aj,b; € R) auf. Es existiert eine Zerlegung der Form

k m
p(2) :anH(Z_)‘j)H((Z_aj)g‘i‘b?)v 3)

wobei k + 2m = n. Jedes reelle Polynom /dsst sich also als Produkt von
Linearfaktoren und quadratischen Polynomen schreiben.

Geben Sie Zerlegung von p(z) = 2% + 2 gemiB (2) und (3) an. ]

Daniel Gerth (JKU) Grundlagen 29 / 30



Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen / Tutorien)
@ sicher mit reellen Zahlen, Gleichungen und Ungleichungen umgehen kdnnen,

@ sicher mit komplexen Zahlen umgehen kénnen (Arithmetik in kartesischer
und Polarform, Potenzen und Wurzeln, einfache Gleichungen,
Veranschaulichungen in der GauBschen Zahlenebene),

o Uberblickswissen iiber den Aufbau mathematischer Theorie im allgemeinen
besitzen,

@ eine grobe Vorstellung vom axiomatischen Aufbau von Zahlenbereichen
haben,

@ einfache bis maBig schwierige logische Zusammenhange und Schliisse erfassen
kénnen,

@ erste Vorstellungen entwickelt haben, wozu man das bisher vermittelte
Wissen in den Naturwissenschaften braucht.

Sie sind sich nicht sicher oder meinen “nein”? Dann werden Sie aktiv!
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