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摘摘摘 要要要

矩阵乘法的算法复杂度分析是计算理论中一个重要问题。我们首先介绍了

这一方面的开创性工作—Strassen 算法；接下来介绍了矩阵乘法的群论方法和

其中的一些重要的概念、相关性质以及两个可以推出ω = 2 的猜想，给出了一

些具体群的已有构造验证和新的构造并由新构造推导出一个ω 的非平凡上界，

然后介绍了搜索极大三乘积组的蚁群算法；接下来介绍5 × 5 小矩阵乘法的群

理论方法并研究了6 × 6 小矩阵乘法的群论方法；最后研究了一种特定情形下

三乘积组的构造原则及其在两个群结构上的具体应用。

本论文的主要结果总结如下：一是针对已有的例子（具体群结构及其三乘

积组）进行扩充构建得出一些新的同时二乘积组或三乘积组，并由扩充构建的

例子推导出一个ω 的非平凡上界ω < 2.9262。二是证明了群的西罗子群组的三

乘积性质和二乘积性质。三是在6 × 6 小矩阵乘法群理论方法的研究中，提出

了若干群的⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质的必要条件，从而较大地缩减了问题的搜索空

间。四是针对几个具体群给出了它们的三乘积组具体结构：构造证明了4 阶偶

置换群A4 的⟨3, 3, 2⟩ 三乘积性质，给出并证明了该群的三乘积容量的确切值，

然后由此结论抽象构造了群C6 × A4 的⟨6, 3, 3⟩ 三乘积组（这里C6 是6 阶循环

群），接着给出了该抽象形式的一个具体解；构造证明了群C3 × A4 的⟨6, 4, 3⟩
三乘积组（这里C3 是3阶循环群）。五是从理论上探讨了抽象群B的三乘积性质

与群C2 × B、C3 × B和Cn × B 的三乘积性质之间的联系并将理论成果应用于

两个具体群的⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质的研究（这里C2 是2 阶循环群），得到了有

关1 × B 与2 × B 在群C2 × B的⟨6, 6, 6⟩ 三乘积组中具体分布的一些结论（这

里1, 2 ∈ C2 且1 是其中的单位元）。

关键词：矩阵乘法算法计算复杂度，矩阵乘法的群论方法，小矩阵乘法的群论

方法，三乘积性质





Abstract

Complexity analysis of matrix multiplication is a vital problem in compu-

tational theory. We introduce the pioneering work in the complexity of matrix

multiplication—Strassen’s algorithm. Also we introduce the concept of matrix

multiplication exponent. Then we introduce the group theoretical method of ma-

trix multiplication and construct some new group examples, from one of which

we get a new non-trivial upper bound for ω. Next we introduce ant colony for

TPP(Triple Product Property) triples to fast matrix multiplication. Besides, we

introduce the group theoretical method for 5× 5 matrix multiplication and con-

sider on the group theoretical method for 6×6 matrix multiplication. In the last

section we study on the principal for constructing TPP triples under a certain

situation and also the application of those principals to two specific groups.

This paper mainly contains five aspects of innovative results: First, we

construct some new simultaneous double product property two-tuples and TPP

triples, deduce a non-trivial upper bound for ω–ω < 2.9262. Second we study

the triple product property and double product property of the Sylow subgroups

of a group in general. Third, in the study of 6 × 6 matrix multiplication, we

prove some necessary conditions for the ⟨6, 6, 6⟩ triple product property, which

to a great degree reduce the search space of the problem. Fourth, we give some

concrete structures of several groups: we prove the ⟨3, 3, 2⟩ triple product prop-

erty of the 4 order alternating group A4 via a concrete construction, give and

prove the specific TPP capacity of this group. Following this result, we construct

abstractly the ⟨6, 3, 3⟩ TPP triples of the group C6×A4, where C6 represents the

6 order cyclic group. And then we present a concrete solution of the ⟨6, 3, 3⟩ TPP
triples of the group C6 × A4. Besides, we construct and prove the ⟨6, 4, 3⟩ triple
product property of the group C3 ×A4 via a concrete TPP triple, where C6 rep-

resents 6 order cyclic group and C3 represents the 3 order cyclic group. Fifth, we

investigate the relations between the triple product property of an abstract group

B and the group Cn×B (but mainlyC2×B), after which we apply the principles
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into two specific groups and obtain some conclusions on the concrete distribution

of two sets—1×B and 2×B in the ⟨6, 6, 6⟩ TPP triples of group C2 ×B, where

C2 denotes 2 order cyclic group and W.L.O.G we assume C2 = {1, 2}.

Keywords: the complexity of matrix multiplication, the group-theoretical

method of matrix multiplication, the group-theoretical method of small matrix

multiplication, triple product property(TPP)
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第第第一一一章章章 引引引言言言

1.1 矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法指指指数数数

矩阵乘法的一般定义如下：如果A是n×m矩阵，B 是m× p 矩阵，

A =


a11 a12... a1m

a21 a22... a2m

...

an1 an2... anm

 (1.1)

B =


b11 b12... b1p

b21 b22... b2p

...

bm1 bm2... bmp

 (1.2)

该矩阵积AB被定义为n× p 矩阵

AB =


c11 c12... c1p

c21 c22... c2p

...

cn1 cn2... cnp

 (1.3)

即，

(AB)ij =
m∑
k=1

AikBkj. (1.4)

因为矩阵乘法在许多数值算法中处于基础地位，在矩阵乘法上的微小改进

都会使得整个算法或工程效率大大提高，所以存在大量工作试图改进传统的矩

阵乘法算法以降低其算法复杂度。

当我们计算域上的两个n × n矩阵A,B的乘积时，定义C(n)是计算该乘积

所需最小的算术操作数。下面给出矩阵乘法指数的定义：
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定义 1.1 (矩阵乘法指数ω). ω = inf{α|C(n) ≤ nα对所有足够大的n都成立}。

注 1. 不太正式地讲，ω是满足条件“对任意ε > 0，两个n × n矩阵乘积都可以

在O(nω+ε) 步算术操作内计算出来”的最小值。

为引出ω在域上的一些性质，接下来给出域上ω的定义。对一个给定的

域K，K上的矩阵乘法指数ω(K)是如下定义的：

定义 1.2 (矩阵乘法复杂度指数ω，[1]1.2节). ω(K) := inf{h ∈ R+|MK(n) =

O(nh), n → ∞}，这里MK(n)是K上的两个n × n矩阵相乘所需要的非除算术操

作{+,−,×}的总数目。

定理 1.1 ([2]第383页). 矩阵乘法指数在标量扩张下保持不变：若k ⊂ K 是一个

域扩张，那么ω(k) = ω(K)。

定理 1.2 ([3]). ω(K)只与域K的特征值有关。

注 2. 也就是说若char(K) = 0，则ω(K) = ω(Q)，否则ω(K) = ω(Zp)，这

里Zp是特征为素数p的有限域。

我们在用传统算法将两个n × n的矩阵相乘时，要用到n3步乘法和n3 −
n2步加法，则可推出MK(n) = 2n3 − n2 < 2n3 = O(n3)，即对常数C ′ = 2，

有MK(n) < C ′n3，这就推出了ω 的一个上界3([2]，p.375)。至于下界，我们

注意到由于矩阵乘法的乘积是一个n × n的矩阵，有n2 个元素，因此我们

需要的操作数至少应为n2的某个常数倍，记该常数为C，则当n充分大时，

有MK(n) ≥ C · n2，此等式即可推出ω 的一个下界2。若能证明ω = 2，则可推

出对任意n，有Cn2 < MK(n) < C ′n2，这里C ′, C > 1 是独立于n 的常量。

定理 1.3 ([1]定理2). 对任一个域K，都有：（1）2 ≤ ω ≤ 3；（2）ω(K) = h ∈
[2, 3]当且仅当C · n2 ≤ MK(n) = O(nh)，这里h取到最小值。

1.2 Strassen算算算法法法

在矩阵乘法算法方面的一个的开创性工作由Volker Strassen在1969年发

表[4]。该算法简述如下：设A,B是两个环R上的矩阵。令C = AB，A,B,C ∈
R2n×2n。这里如果矩阵A,B 不是2n × 2n 的规模那么我们就用0填满那些缺少的

行和列。现在把A,B,C分成尺寸一样的块状小矩阵：
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A =

[
A11 A12

A21 A22

]
(1.5)

B =

[
B11 B12

B21 B22

]
(1.6)

C =

[
C11 C12

C21 C22

]
(1.7)

这里Aij, Bij, Cij ∈ R2n−1×2n−1
。那么由传统算法，有：

C11 = A11B11 + A12B21 (1.8)

C12 = A11B12 + A12B22 (1.9)

C21 = A21B11 + A22B21 (1.10)

C22 = A21B12 + A22B22 (1.11)

这样的话需要8步乘法，下面是重要的部分，我们定义7 个新的矩阵：

M1 := (A11 + A22)(B11 +B22)

M2 := (A21 + A22)B11

M3 := A11(B12 −B22)

M4 := A22(B21 −B11)

M5 := (A11 + A12)B22

M6 := (A21 − A11)(B11 +B12)

M7 := (A12 − A22)(B21 +B22)

(1.12)

接下来我们可以用上述7个矩阵来表示矩阵C的不同小块：

C11 = M1 +M4 −M5 +M7

C12 = M3 +M5

C21 = M2 +M4

C22 = M1 −M2 +M3 +M6

(1.13)

如此一来，乘法由之前的8次减少到7次。我们将这个过程重复n次，直到

子矩阵降维至数字（即环R的元素），这样就完成了矩阵A与B的乘法运算。
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我们如下计算Strassen算法中的加法和乘法次数：记f(n) 为两个2n × 2n矩

阵乘法的运算总次数，通过递归，有

f(n+ 1) = 7f(n) + l · 4n,

这里l表示每应用这个算法一次要用到的加法次数。则有：

f(n) = (7 + o(1))n,

那么对于规模为N = 2n 的矩阵来说，应用Strassen算法的渐进复杂度是：

O((7 + o(1))n) = O(N log2 7+o(1)) ≈ O(N2.8074).

1.3 矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法计计计算算算复复复杂杂杂度度度发发发展展展

传统算法是直接应用矩阵乘法的数学定义给出的算法，该算法需要n3量

级的时间来乘以两个n × n矩阵。在这一问题上有三个里程碑意义的新

算法：一是Volker Strassen在1969 年提出的算法[4]，有结论ω ≤ 2.8074。二

是Don Coppersmith 和Shmuel Winograd在1990年提出的张量积算法[5]，它可

以在O(n2.375477) 的时间内实现两个n × n 矩阵的乘法，一直到2010年它都是

领域内具有最佳渐进复杂度的算法，在后文中有时我们简称此算法为CW90

算法或CW1990 算法。在2010年，Andrew Stothers 提出了对CW1990算法的

改进[6]，它可以在O(n2.374) 的时间内实现两个n × n 矩阵的乘法；在2011年，

Virginia Williams 将Stother文章中的一个数学捷径和她自己的洞察力相结合，

在计算机上进行自动优化，把结果优化到O(n2.3728642) [7]；在2014年，Francois

Le Gall简化了Williams 的算法，得到了改进的上界O(n2.3728639)[8]。三是Henry

Cohn, Robert Kleinberg, Balázs Szegedy 和Chris Umans 在2003和2005年的两

篇文章[9] [10]，他们提出了群理论方法来解决矩阵乘法计算复杂度问题，他们

提出了两个猜想，任一个成立都可以证明ω = 2（ω = 2是计算理论中一个重要

猜想），其中的一个已经在2016年他们的新一篇文章[11] 中被否定了。群理论

的方法目前还不能给出比CW90[5] 更好的ω的上界。但很多人对此持乐观态度，

因为文献[12]证明了CW90[5] 这条思路的算法框架有一个瓶颈，不能通过此种

方式得到ω < 2.3725，因此这种算法在证明ω = 2 的路上也不能走得更远了。

在本论文中，CW1990[5]以及相关算法不作为讨论重点，本论文着重点放

在群论方法以及群的三乘积性质。
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1.4 论论论文文文框框框架架架

第一章主要介绍矩阵乘法、矩阵乘法指数的基本定义以及领域内的开创性

工作—Strassen算法，最后梳理了矩阵乘法算法复杂度分析的发展历程；第二

章主要介绍矩阵乘法指数的群理论框架以及搜索极大三乘积组的蚁群算法；第

三章介绍了秩的概念并探究了小矩阵乘法的群论方法；第四章介绍了几种情形

下三乘积组的构建原则及应用。





第第第二二二章章章 群群群论论论方方方法法法

在2003年，通过群论方法来研究矩阵乘法计算复杂性的观点由Henry Cohn

和Christopher Umans 提出。本章介绍该方法以及由该方法框架延伸出的一些

结果。

2.1 准准准备备备知知知识识识

下面是有关该理论的一些表示论基础知识：

引理 2.1. （1）一个有限群G的群代数C[G]可被分解为如下矩阵代数的直积

形式C[G] ∼= Cd1×d1 × ... × Cdk×dk，这些矩阵代数的阶分别为d1, ..., dk。而这些

阶di就是群G的特征标。这里C是复数域。
（2）对于上面的等式，如果我们分别计算等号两边的维数，就得到：

|G| =
∑
i

d2i .

（3）[16]如果群G有一个交换子群A，那么G的所有特征标都小于等于[G : A]。

引理 2.2 ([10]引理1.1). 设s1, s2, ..., sn是非负实数，假设对每个非负整向量µ =

(µ1, ..., µn)，这里
∑n

i=1 µi = N，我们都有(Nµ )
∏n

i=1 s
µi

i ≤ CN。那么

n∑
i=1

si ≤ C.

2.2 二二二乘乘乘积积积性性性质质质

定义 2.1 (右商). 设S是一个群G的子集合，记Q(S) 为S 的右商集，即

Q(S) = {s1s−1
2 : s1, s2 ∈ S}。

注 3. 注意到若S是群G的一个子群，那么就有Q(S) = S。

定义 2.2 (二乘积性质，[10]第4 节). 我们说一个群H的子集合S1, S2 满足二乘

积性质，若

q1q2 = 1 =⇒ q1 = q2 = 1,

这里qi ∈ Q(Si)。
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定义 2.3 (同时二乘积性质，[10]定义4.1). 我们说一个群H的n组子集合Ai, Bi(1 ≤
i ≤ n)满足同时二乘积性质如果下面条件均成立：

• 对所有的i，子集组Ai, Bi都满足二乘积性质，并且

• 对所有i，j，k，ai(a
′
j)

−1bj(b
′
k)

−1 = 1 ⇒ i = k，这里ai ∈ Ai, a
′
j ∈ Aj, bj ∈

Bj, b
′
k ∈ Bk。

引理 2.3 ([10]引理4.2). 若n组子集合Ai, Bi ⊂ H满足同时二乘积性质，且n′ 组

子集合A′
i, B

′
i ⊆ H ′满足同时二乘积性质，那么nn′ 组子集合Ai × A′

i, Bj × B′
j ⊆

H ×H ′ 也满足同时二乘积性质。

下面的定理可建立群的同时二乘积性质与矩阵乘法指数之间的关系。

定理 2.4 ([10]定理4.4). 若H是一个有限群，它的特征标是{dk}，它的n 组子集

合Ai, Bi ⊆ H满足同时二乘积性质，那么就有：

n∑
i=1

(|Ai||Bi|)ω/2 ≤ (
∑
k

dωk )
3/2.

现在我们使用两个参数α和β来形容那些满足同时二乘积性质的子集

组Ai, Bi ⊆ H；若存在n组，我们选择α和β使得|Ai||Bi| ≥ nα对所有i和|H| =
nβ都成立。若H是交换的，那么由[10]定理4.4可推出ω ≤ 3β−2

α
。

命题 2.5 ([10]命题4.5). 对每个m ≥ 2，都存在一个Cyc2lm中的构造满足同时二

乘积性质，且当l → ∞时有α = log2 (m− 1) + o(1) 和β = log2m+ o(1)。

注 4. 若取m = 6，则由此命题可推出ω ≤ 2.48。

目前我们所知道的对于α和β 的限制只有下面这个结论：

命题 2.6 ([10]命题4.6). 若n组子集合Ai, Bi ⊆ H满足同时二乘积性质，且对所

有i都有|Ai||Bi| ≥ nα 和|H| = nβ，那么α ≤ β，且α + 2 ≤ 2β.

注 5. 最重要的情形是当H为一个交换群时，此时ω 的上界为ω ≤ (3β − 2)/α。

命题2.6表明唯一可以实现ω = 2 的方法就是证明α = β = 2 成立。因此我

们提出以下猜想：
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猜想 2.1 ([10]猜想4.7). 对于任意大的n，存在一个交换群H，且有n 组满足同

时二乘积性质的子集合Ai, Bi 使得|H| = n2+o(1) 和|Ai||Bi| ≥ n2−o(1) 均成立。

注 6. 上述猜想若成立，则有ω = 2。但是2016 年的文章[11] 证明了不可能从指

数被界定的交换群出发来得出ω = 2的结论，该猜想被推翻（或需要作出修改

才可能成立）。

2.3 三三三乘乘乘积积积性性性质质质

2.3.1 基基基本本本概概概念念念

定义 2.4 (三乘积性质，[9]定义2.1). 我们说一个群G通过S1, S2, S3实现了⟨n1, n2, n3⟩，
如果存在子集合S1, S2, S3 ⊆ G 使得|Si| = ni，并且对qi ∈ Q(Si)，若

q1q2q3 = 1则q1 = q2 = q3 = 1。我们称S1, S2, S3 上的这种条件为三乘积性质。

此时称S1, S2, S3为群G的一个三乘积组。

定义 2.5 (基本三乘积组，[17]定义2.8). 我们称一个三乘积组(S, T, U)是基本三

乘积组如果1 ∈ S ∩ T ∩ U。

引理 2.7 ([9]引理2.1). 若群G实现了⟨n1, n2, n3⟩，那么它对n1, n2, n3 的每个排列

也都成立。

引理 2.8 ([10]引理1.5). 若S1, S2, S3 ⊆ G和S ′
1, S

′
2, S

′
3 ⊆ G′ 满足三乘积性质，那

么S1 × S ′
1, S2 × S ′

2, S3 × S ′
3 ⊆ G×G′也满足三乘积性质。

现在来介绍一下矩阵乘法是怎样转换到C[G] 中元素的运算的，这里C为复

数域。设G 通过S, T, U 实现了⟨n,m, p⟩。设A 是一个n×p 矩阵，B 是一个p×m

矩阵。我们用S, T, U来作为A,B 中元素的下标。现在就有：

(AB)s,u =
∑
t∈T

As,tBt,u.

在文章[9]中Cohns和Umans证明了这里的(AB)s,u与下述乘积中s−1u的系数

是相同的，这里s ∈ S，u ∈ U。

(
∑

s∈S,t∈T

As,ts
−1t)(

∑
t̂∈T,u∈U

Bt̂,ut̂
−1u).

由此结论自然推出以下定理：
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定理 2.9 (连接矩阵乘法和群论，[9]定理2.3). 设F是任一个域。若G实现⟨n,m, p⟩，
那么将两个F 上n×m和m×p的矩阵相乘所需要的域操作次数最多等于将F [G]

中两元素相乘所需要的运算次数。进一步，有⟨n,m, p⟩F ≤ F [G]。

注 7. 定理中的不等号更详细含义可参考[2]14.3 节。上述定理是本章一个重要

的基础性定理，揭示了矩阵乘法与群论方法之间深刻的内在联系。

定理 2.10 ([10]定理1.8). 假设群G实现了⟨n,m, p⟩，它的特征标是{di}。那
么(nmp)ω/3 ≤

∑
i di

ω。

注 8. 假设G实现了⟨n,m, p⟩且有特征标{di}。ω ≤ 3，因为要排除ω = 3 的可能

（希望得到ω的非平凡解），则由[9] 定理1.8 可推导出ω 的一个非平凡上界当且

仅当nmp >
∑

i d
3
i。

注 9. 此定理连接了三乘积性质与矩阵乘法指数，很多时候我们通过研究一个

群的三乘积性质，然后结合此定理推导出ω的一个上界。

推论 2.11 ([10]推论1.9). 假设G实现了⟨n,m, p⟩，它最大的特征标是d。那么

有(nmp)ω/3 ≤ dω−2|G|。

证明. 因为
∑

i d
2
i = |G|，结合定理8可直接推出本结论。

注 10. 当我们对该群的性质信息掌握较少时，可应用此推论寻找ω 的上界。

三乘积性质在群论方法与矩阵乘法复杂度的联系中有重要地位，该性质及

相关引申概念和结论是后面几个章节的重点内容。

2.3.2 右右右商商商

这部分介绍右商的相关性质，在研究三乘积组的搜索算法中有重要作用，

可作为三乘积组的必要条件大大降低搜索空间的维数。

引理 2.12 ([17]引理2.1). ϕ ̸= X ⊂ G，X是群G的非空子集，那么就有：

1 ∈ Q(X)

以及

g ∈ Q(X) ⇔ g−1 ∈ Q(X).
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引理 2.13 ([17]引理2.1). 若S, T, U满足三乘积性质，那么对所有

X ̸= Y ∈ {S, T, U}

都有：

Q(X) ∩Q(Y ) = 1.

定理 2.14 ([17]定理3.1). G的三个子集可以形成基本三乘积组当且仅当以下三

个条件同时成立：

（1）1 ∈ S ∩ T ∩ U；

（2）Q(T ) ∩Q(U) = 1；

（3）Q(S) ∩Q(T )Q(U) = 1。

定理 2.15 ([18]定理5). 若(S, T, U)是G中的三乘积子集组，那么

|Q(S)|+ |Q(T )|+ |Q(U)| ≤ |G|+ 2

.

下面两个定理告诉我们在一个集合中添加新元素对该集合对应的右商集大

小的影响，它们在三乘积组的提升算法中有重要应用。

引理 2.16 ([20]引理1). 若X是G的一个子群且c ∈ G \X，那么

2|X| ≤ |Q(X ∪ {c})| ≤ 3|X|.

引理 2.17 ([20]引理2). 若X是G的一个子集使得1 ∈ X和c ∈ G \X 成立，那么

|Q(X)| ≤ |Q(X ∪ {c})| ≤ |Q(X)|+ 2|X|.

2.3.3 三三三乘乘乘积积积组组组

引理 2.18 ([17]引理2.1). 若S, T, U是一组三乘积子集组且1 ∈ S ∩ T ∩ U，那

么S ∩ T = S ∩ U = T ∩ U = 1.

推论 2.19 ([18]推论6). 若(S, T, U)是G的一个三乘积子集组，那么

|S|+ |T |+ |U | ≤ |G|+ 2.
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引理 2.20 ([19]观察2.1). 若(S, T, U)是G的三乘积子集组，那么对所有a, b, c, d ∈
G，(dSa, dTb, dUc) 也是G 的三乘积子集组。

注 11. 那么我们就可以推出任何一个三乘积组都可以用上述方式转变为一个基

本三乘积组。

引理 2.21 ([19]观察3.1). 设s, t, u是G的三乘积性质的参数。那么就有

s(t+ u− 1) ≤ |G|，t(s+ u− 1) ≤ |G| 和u(s+ t− 1) ≤ |G|。

猜想 2.2 ([19]). 当min{s, t, u}与max{s, t, u}相差不多或者当stu > n时，有s(t+

u) ≤ |G|，t(s+ u) ≤ |G| 以及u(s+ t) ≤ |G|。

注 12. 上述猜想尽管相比引理2.21没有太多改进，仍不失为一个有价值的猜想。

若上述猜想成立，则可直接推出β(G) ≤ (1
2
|G|)3/2，就给出了一个更优的β的

界。

定理 2.22 ([17]定理3.5). 设G是一个群。若(S, T, U)是G的三乘积子群组且S, T, U

中至少有一个是G 的正规子群，那么就有：|S| · |T | · |U | ≤ |G|。

定理 2.23 (西罗子群的三乘积性质). 设群G有西罗p−子群P，西罗q−子群Q，

西罗r−子群R且p, q, r两两互素。则G可通过子群组P,Q,R实现⟨|P |, |Q|, |R|⟩三
乘积性质。

证明. 设p ∈ P为P中任一元素，则⟨p⟩ 为P的子群，由拉格朗日定理有：|⟨p⟩|
是|P | 的因子，则若不为单位元就只能是素数p 的幂次，R,Q 中元素的阶同

理。若p1p
−1
2 q1q

−1
2 r1r

−1
2 = 1，这里p1, p2 ∈ P，q1, q2 ∈ Q，r1, r2 ∈ R，因p1p

−1
2

阶为p的幂次，q1q
−1
2 阶为q的幂次，r1r

−1
2 阶为r的幂次，所以要使该等式成立

只能都为1，即p1p
−1
2 = q1q

−1
2 = r1r

−1
2 = 1，从而有p1 = p2，q1 = q2，r1 = r2。

证毕。

注 13. 由于一个群的不同西罗子群的交只有单位元，则有|G| ≥ |P | · |Q| · |R|，
这种情况对于求ω的非平凡解帮助不大。因

dω−2|G| ≥ dω−2nmp ≥ nmp ≥ (nmp)
ω
3

（上式中最后一步不等号成立是因为2 ≤ ω ≤ 3，倒数第二步不等号成立是因

为d ≤ 1）由此自然推出推论2.11，则不可能由推论2.11 得出ω的非平凡解。
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推论 2.24 (西罗子群的二乘积性质). 设群G有西罗p−子群P，西罗q−子群Q，

p, q互素。则P,Q ⊂ G满足二乘积性质。

证明. 证明思路同定理2.23。

2.3.4 三三三乘乘乘积积积容容容量量量

定义 2.6 (三乘积容量，[20]). 记群G的三乘积容量为β(G)，β(G) := max{npm,这

里G通过阶分别为n, p,m的子集组实现了⟨n, p,m⟩}，记群G 的三乘积子群容

量为βg(G)，βg(G) := max{npm,这里G 通过阶分别为n, p,m的子群组实现

了⟨n, p,m⟩}。

定理 2.25 ([17]定理6.1). 对任意有限群G，都有β(G) ≥ βg(G) 成立。存在满

足β(G) > βg(G)的群。

证明. 第一条陈述是显然的，因为β的搜索空间包含了βg 的搜索空间。对于第

二条陈述，考虑10 阶群D10 = ⟨d, s : d2 = d5 = 1, sds = d−1⟩。由[17]表格1我们

知道βg(D10) = 10。但它的子集合S := ⟨s⟩, T := {d, s}和U := {1, sd, d3} 经验证

可实现⟨2, 2, 3⟩，结合2.21 经验证可知β(D10) = 12。

引理 2.26 ([17]引理4.1). 若G是一个非交换群，且有一个非正规子群S，

[G : S] = 3，那么有β(G) ≥ 4
3
|G|。

引理 2.27 ([17]引理4.2). 若G是一个非交换群且有一个自正规化子群S，

[G : S] = 4，那么有β(G) ≥ 2
3
|G|。

引理 2.28 ([17]引理5.3). 群G的子集S, T, U满足三乘积性质当且仅当

|S−1| · |U | = |S−1U | 和(S−1(Q(T ) \ {1})U) ∩ S−1U = ϕ 均成立。

注 14. 应用引理2.28，我们在检验三乘积组时，可以只计算其中一个子集的右

商，而不须计算定义中出现的全部三个右商。

命题 2.29 ([10]). 若G ̸= 1是一个有限群，那么有：β(G)ω/3 ≤ Dω(G)。这个不

等式可以推出ω的非平凡上界当且仅当β(G) > D3(G)。

命题 2.30. 若G是交换的，则有：β(G) = |G| = D2(G) ≤ D3(G)。
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2.4 唯唯唯一一一可可可解解解谜谜谜题题题

定义 2.7 (唯一可解谜题，[10]3.1节). 一个宽为k的唯一可解谜题(USP)是一个

满足下述性质的子集U ⊆ {1, 2, 3}k ：对于π1, π2, π3 ∈ Sym(U) 的所有排列，或

者π1 = π2 = π3，或者存在u ∈ U 和i ∈ [k] 使得至少(π1(u))i = 1，(π2(u))i = 2，

(π3(u))i = 3 中的两个等式成立。

定义 2.8 (强唯一可解谜题，[10]3.1 节). 一个宽为k的强唯一可解谜题是一个

满足下述性质的子集U ⊆ {1, 2, 3}k：对所有的排列π1, π2, π3 ∈ Sym(U)，或

者π1 = π2 = π3，或者存在u ∈ U 和i ∈ [k] 使得下面三个等式中恰好两个成

立(π1(u))i = 1，(π2(u))i = 2，(π3(u))i = 3。

命题 2.31 ([10]命题3.1). 对每个k ≥ 1，都存在一个规模为2k，宽为2k 的强唯

一可解谜题。

定义 2.9 (强唯一可解谜题的容量，[10]3.1节). 我们定义强唯一可解谜题的容量

为最大的常量C，使得对于k的无限多取值，都存在规模为(C − o(1))k，宽为k

的强唯一可解谜题。唯一可解谜题的容量可类似定义。

显然，对于唯一可解谜题的容量，存在一个简单的上界，当然这也是强唯

一可解谜题的上界。

引理 2.32 ([10]引理3.2). 唯一可解谜题容量最多是(27/4)1/3。

定理 2.33 ([5]). 唯一可解谜题容量等于(27/4)1/3。

猜想 2.3 ([10]猜想3.4). 强唯一可解谜题容量等于(27/4)1/3。

注 15. 这个猜想会推出ω = 2。

定理 2.34 ([10]命题3.8). 对每个k ≥ 1，都存在一个规模为2k−1(2k + 1)，宽

为3k的强唯一可解谜题。

注 16. 上述定理可以推出强唯一可解谜题容量最小是2
2
3 以及ω < 2.48。

2.5 同同同时时时三三三乘乘乘积积积性性性质质质

定义 2.10 ([10]定义5.1). 我们说一个群H 的子集组Ai, Bi, Ci ( 1 ≤ i ≤ n) 满足

同时三乘积性质，若
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• 对每个i，子集合Ai, Bi, Ci 都满足三乘积性质，

• 且对所有的i, j, k，若ai(a
′
j)

−1bj(b
′
k)

−1ck(c
′
i)
−1 = 1 则i = j = k，这里ai ∈

Ai, a
′
j ∈ Aj, bj ∈ Bj, b

′
k ∈ Bk, ck ∈ Ck，c′i ∈ Ci。

我们说这样的群H同时实现了⟨|A1|, |B1|, |C1|⟩,...,⟨|An|, |Bn|, |Cn|⟩。

例 2.1. • 令H = Cyc3n，我们称H的三个因子为H1, H2 和H3。现在定义如

下集合：

• A1 = H1 \ {0}, B1 = H2 \ {0}, C1 = H3 \ {0}

• A2 = H2 \ {0}, B2 = H3 \ {0}, C2 = H1 \ {0}

命题 2.35 ([10]命题5.2). 上面定义的两个三元组A1, B1, C1 和A2, B2, C2 满足同

时三乘积性质。

证明. 直接由定义验证可得。

定理 2.36 ([10]定理5.3). 令R是任一个C上的代数。如果H 同时实现了⟨n1,m1, p1⟩，
...，⟨nk,mk, pk⟩，那么实现k个规模为n1×m1乘m1×p1，...，nk×mk乘mk×pk的

矩阵乘法所需的环操作次数最多等于将R[H] 中两个元素相乘的操作数。

引理 2.37 ([10]引理5.4). 若n组子集三元组Ai, Bi, Ci ⊆ H 满足同时三乘积性质，

并且n′组子集三元组A′
j, B

′
j, C

′
j ⊆ H ′也满足同时三乘积性质，那么nn′组子集三

元组Ai × A′
j, Bi ×B′

j, Ci × C ′
j ⊆ H ×H ′ 就也满足同时三乘积性质。

下面这个定理将群的同时三乘积性质与矩阵乘法指数联系起来。

定理 2.38 ([10]定理5.5). 如果一个群H同时实现了⟨a1, b1, c1⟩,...,⟨an, bn, cn⟩ 且它
的特征标为{dk}，那么就有

∑n
i=1(aibici)

ω/3 ≤
∑

k d
ω
k。

当H交换时，
∑

k dk
ω = |H|。例2.1结合定理2.38可推出ω < 2.93。在文

献[10]后面的内容中作者证明了任何可以用同时三乘积性质得到的ω的界都可以

用普通的三乘积性质推导出来，因此同时三乘积性质与三乘积性质相比并没有

更多的一般性，但它仍是一个重要的概念，为我们思考三乘积性质提供了一个

更为广阔的背景。
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2.6 若若若干干干具具具体体体构构构造造造

本节内容主要基于文献[10]，是文中例子的验证以及扩展构造。在扩展构

造中给出了一个ω 的非平凡上界ω < 2.9262 （例2.9）。

2.6.1 旧旧旧例例例验验验证证证

这一部分内容是文献[10]中给出的例子的验证，给出了文中未列出的ω的非

平凡上界ω < 2.8156 （例2.5）。其中提到的定理、推论、引理、命题、定义等

都依循了文献[10] 中的编号。

例 2.2 (文章[10]引理2.1中例子的验证). H = Cyc3n，G = H2oCyc2。H1, H2, H3是H =

Cyc3n中Cycn 的三个因子，可以看作H的子群。令H4 = H1，令

Si = {(a, b)zj : a ∈ Hi \ {0}, b ∈ Hi+1, j ∈ {0, 1}}, i = 1, 2, 3

由文献[10]引理2.1知S1, S2, s3满足三乘积性质，又|Si| = 2n(n− 1)，且因G的子

群H2交换，由本论文引理2.1(3)知群G的最大特征标d ≤ 2，由文献[10] 推论1.9

得到

(2n(n− 1))3·
ω
3 ≤

∑
i

dωi ≤ |G| · dω−2 ≤ |G| · 2ω−2,

而|G| = 2n6，因此有(2n(n− 1))ω ≤ 2ω−2 · 2n6。通过计算可知当n = 17 时取得

最佳上界ω < 2.9088。

例 2.3 (文章[10]推论3.6中结论的验证). 文中[10]推论3.6告诉我们ω ≤ 3(logm−logC)
log(m−1)

，

这里C 是强USP 容量。由文中[10]命题3.8可知C ≥ 22/3。将此值代入上面的不

等式，则有：

ω ≤ 3(logm− log(2
2
3 ))

log(m− 1)
,m ≥ 3.

通过计算可得当m = 6时取到最佳上界ω < 2.4785。

例 2.4 (文中[10]命题4.5中结论的验证). 在[10]命题4.5中，我们有结论“对每

个m ≥ 2，都有一个Cyc2lm中的构造满足同时二乘积性质，且当l → ∞时，

α = log2 (m− 1) + o(1)，β = log2m+ o(1)，显然H = Cyc2lm是交换的，因此由

上述结论，若H 是交换的，则[10] 定理4.4可推出ω ≤ 3β−2
α

。

综上，我们得出

ω ≤ 3(log2m+ o(1))− 2

log2 (m− 1) + o(1)
,
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当l → ∞时，m = 2时，ω的最佳上界为：

ω ≤ 3 · o(1) + 1

o(1)
= 3 +

1

o(1)
= ∞, l → ∞

是平凡解。m ≥ 3时，当l → ∞时，o(1)均可略去，则有

ω ≤ 3 · log2 m− 2

log2(m− 1)

通过计算可得m = 6 时取最佳上界ω < 2.4785。

下面是文[10]中定义5.1下面的例子的验证，给出了文中未列出的ω的非平

凡上界ω < 2.8156。

例 2.5. 令H = Cyc3n，H1, H2, H3 是H的三个因子。定义如下集合：

A1 = H1 \ {0}, B1 = H2 \ {0}, C1 = H3 \ {0}
A2 = H2 \ {0}, B2 = H3 \ {0}, C2 = H1 \ {0}
由[10]命题5.2可知A1, B1, C1 和A2, B2, C2 满足同时三乘积性质。由[10]定理5.5知

2∑
i=1

(|Ai||Bi||Ci|)ω/3 ≤
∑
k

dωk ,

因为H交换，则有 ∑
k

dωk = |H| = n3,

则有

2 · (n− 1)3·(ω/3) ≤ n3,

推出

2(n− 1)ω ≤ n3,

推出

ω ≤ 3 · lg n− lg 2

lg(n− 1)
, n ≥ 3

通过计算可以得到当n = 16 时取到最佳上界ω < 2.8155383。
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2.6.2 新新新例例例构构构建建建

这部分是基于文献[10]的新例子的构建。除非特别说明，例子中提到的定

理、推论、引理、命题、定义等都依循文献[10] 中的编号。

第一个是文[10]中定义4.1下面的例子的扩展：

例 2.6. H = Cyckn × Cycn，Ai = {(x, i) : x ∈ Cyckn}, Bi = {(0, i)}，那么

对i ∈ Cycn，Ai, Bi ∈ H就满足同时二乘积性质。由[10]定理4.4，有

n∑
i=1

(|Ai||Bi|)ω/2 ≤ (
∑
k

dωk )
3/2,

因H交换，有

(
∑
k

dωk )
3/2 = |H|3/2 = (nk+1)3/2,

则有

n · (nk)ω/2 ≤ (nk+1)3/2,

推出

ω ≤ 3 +
1

k
,

当k 趋于无穷时，有最佳上界ω ≤ 3，为平凡解。

下面是一个新例子：

例 2.7. H = Cycn × Cyckn，Ai = {(x, i) : x ∈ Cycn}, Bi = {(0, i)}，那么

对i ∈ Cyckn，Ai, Bi对就满足同时二乘积性质。由文[10]中定理4.4，有

n∑
i=1

(|Ai||Bi|)ω/2 ≤ (
∑
k

dωk )
3/2,

因H交换，有

(
∑
k

dωk )
3/2 = |H|3/2 = (nk+1)3/2,

则有

(nk) · nω/2 ≤ (nk+1)3/2,

推出

ω ≤ 3 +
3

k
,

当k 趋于无穷时，有最佳上界ω ≤ 3，为平凡解。
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下面是一个应用[10]定理4.3将本论文例2.6进行扩充构建得到的新例子：

例 2.8. H = Cyckn × Cycn，Ai = {(x, i) : x ∈ Cyckn}, Bi = {(0, i)}，那么

对i ∈ Cycn，Ai, Bi子集组就满足同时二乘积性质。

设∆n = {(a, b, c) ∈ Z3 : a+ b+ c = n− 1 且a, b, c ≥ 0}。
对于n组H的子集Ai, Bi，0 ≤ i ≤ n− 1，我们定义H3中的子集三元组，以v =

(v1, v2, v3) ∈ ∆n 作为指标集，如下：

Âv = Av1 × {1} ×Bv3

B̂v = Bv1 × Av2 × {1}
Ĉv = {1} ×Bv2 × Av3

令G = (H3)∆n o Sym(∆n)。

S1 = {âπ : π ∈ Sym(∆n), âv ∈ Âv对所有v}
S2 = {b̂π : π ∈ Sym(∆n), b̂v ∈ B̂v对所有v}
S3 = {ĉπ : π ∈ Sym(∆n), ĉv ∈ Ĉv对所有v}
那么由定理4.3知，S1, S2, S3 ⊂ G 满足三乘积性质。由[10]定理1.8 和推论1.9，

有(|S1||S2||S3|)ω/3 ≤
∑

i d
ω
i ，记为(1) 式，

|S1| = (|∆n|!)(nk)|∆n| = |S2| = |S3|，
|∆n| =

(
n+1
2

)
= 1

2
n(n+ 1)。

|G| = |∆n|! · (nk+1)3|∆n|，代入(1) 式，因(H3)∆n交换，由本论文中引理2.1(3) 可

知dG ≤ |∆n|!
推出

ω ≤ 3 +
3

k
−

2 · ln((n·(n+1)
2

)!)

k · n · (n+ 1) · lnn
, n ≥ 2, k ≥ 1

因

2 · ln((n·(n+1)
2

)!)

n · (n+ 1) · lnn
<

ln(1
2
n(n+ 1))

lnn
= 1− ln 2

lnn
+

ln(n+ 1)

lnn
≤ 2, n ≥ 2, k ≥ 1

因此，当k → ∞, n → ∞时，取到最佳上界ω ≤ 3，是平凡解。

下面是一个应用[10]定理7.1将[10]定义5.1下面的例子进行扩充构建得到的

新例子，并得到了一个ω 的非平凡解：

例 2.9. • 令H = Cyc3n，H1, H2, H3 是H 的三个因子。定义如下集合：

• A1 = H1 \ {0}, B1 = H2 \ {0}, C1 = H3 \ {0}
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• A2 = H2 \ {0}, B2 = H3 \ {0}, C2 = H1 \ {0}

由[10]命题5.2可知A1, B1, C1 和A2, B2, C2 满足同时三乘积性质。令

G = Sym2 nH2,

构建新的H ′
i：

H ′
1 = {hπ : π ∈ Sym2, hi ∈ Ai 对每个i}

H ′
2 = {hπ : π ∈ Sym2, hi ∈ Bi 对每个i}

H ′
3 = {hπ : π ∈ Sym2, hi ∈ Ci 对每个i}

由[10]定理7.1推出H ′
1, H

′
2, H

′
3 ⊂ G 满足三乘积性质。因H2 ⊂ G交换，由本论文

引理2.1(3)知，G的最大特征标d ≤ [G : H] = |Sym2| = 2。由[10]定理1.8和推

论1.9得到：

(|H ′
1||H ′

2||H ′
3|)

ω
3 ≤

∑
i

dωi ≤ |G|dω−2 ≤ |G|(2!)ω−2,

而

|H ′
1| = 2! · (n− 1)2 = |H ′

2| = |H ′
3|, |G| = 2! · n6,

(2! · (n− 1)2)ω ≤ 2ω−2 · 2! · n6

2 · (n− 1)2ω ≤ n6

ω ≤ 6 · lg n− lg 2

2 · lg(n− 1)
, n ≥ 3

通过计算得到：当n = 41时取到最佳上界ω ≤ 2.9261305，是一个非平凡解。

2.7 搜搜搜索索索极极极大大大三三三乘乘乘积积积组组组的的的蚁蚁蚁群群群算算算法法法

本部分内容主要基于文章[13]，介绍了一个搜索群的极大三乘积组的蚁群

算法。

蚁群算法

蚁群算法是一种遗传算法，它是在模仿蚂蚁寻找食物资源的机制来寻找最

优解。在蚁群算法中，首先有一定数目的智能蚂蚁。每只智能蚂蚁以一定几率

选定一条路径，选择方式与路径中信息素的多少以及一些遗传信息有关。

具体来说，假设一直智能蚂蚁在一个图H = (V,E) 中游走，它现在的位置
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是顶点i ∈ V，这里V (E)是顶点(边)的集合，则这只蚂蚁选择边(i, j) ∈ E的概

率可被如此计算：

Pij =
(τij)

α · (ηij)β∑
j∈N(i) τij

α · (nij)β
,

这里N(i)表示顶点i的相邻顶点。

在这个概率等式中，τij和ηij 分别表示边(i, j)上的信息素和遗传信息；

α和β 分别表示控制信息素和遗传信息重要性的参数。边(i, j) 上的遗传信

息ηij 是由具体的优化问题决定的。在此暂不考虑遗传信息的影响；设定所有

的ηij = 1，设定α = 1，β = 1。

每条边上的信息素量一直在动态更新，更新的基本原则是增多有可能是较

优解的边上的信息素，减少其他边上的信息素。

搜索极大三乘积组的蚁群算法

由引理2.14，以及S ⊂ Q(S)，T ⊂ Q(T )，U ⊂ Q(U)，就有S ∩ T = {1}，
S∩U = {1}，T∩U = {1}。也就是说任一个三乘积组(S, T, U)都满足“在G\{1}
中，S, T, U 中任意两个集合都没有共同元素”的性质。因此，对一个给定的元

素1 ̸= x ∈ G 以及一个G 的给定的三乘积组(S, T, U)，x要么被选进S, T, U 中的

一个里面，要么就不在三个子集合中的任一个里。

为了使用蚁群算法来搜索给定阶为n + 1 的群G = {1 = g0, g1, ..., gn} 的三

乘积组S, T, U , 这里n 是一个正数，我们构造一个有向图，如图2.1 所示，

图 2.1: 搜索群的极大三乘积组的蚁群算法结构图

该图有n+1个结点v0, v1, ..., vn以及4n 条边，这些边与元素gi(i = 1, ..., n)相

联系。对1 ≤ i ≤ n，结点vi−1 和vi之间的四条边ei0, ei1, ei2, ei3 和元素gi ∈ G相

关联。这里我们不考虑单位元g0，将它提前放在S ∩ T ∩ U 中。

如果一个智能蚂蚁选了边ei0进行游走，对应的意思是gi没有被选进S∪T∪U
中；若蚂蚁选了边ei1，意味着gi 被选进S；若它选了ei2，意味着gi 被选进T；
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若它选了ei3，对应gi 被选进U。在每条边上都有一定数量的信息素。

那么随着一只智能蚂蚁从v0游走到vn，一组(S, T, U) 的解就生成了。这里

一只蚂蚁选择边eij 来游走的概率公式是
τij

τi0+τi1+τi2+τi3
,(j = 0, 1, 2, 3)，这里τij是

边eij上的信息素含量。

由于涉及该算法过程中未用到引理2.14的所有条件，因此该算法筛选过后

选择出的结果只是可能的G 的三乘积组，还需要进行一步检验，我们使用文

献[17] 中的算法进行检验，该算法伪代码如下：

TPPTestMurthy(S,T,U)

Input:A triple (S,T,U)of a group

01:Begin

02: QT:=Q(T);QU:=Q(U);

03: If|QT ∩QU | = 1 then

04: QS:=Q(S);

05: If |QS ∩ (QT ·QU)| = 1 then

06: Return true;

07: End if

08: End if

09: Return false

10:End

注 17. 这个算法是基于引理2.14来对三乘积组进行检验的。

蚁群算法搜索极大三乘积组的基本思想和框架如上所述，文章[13]后面还

有对参数的讨论和优化，以及不同蚂蚁群体量以及信息素衰减率对结果的影响

的讨论和实验比较，在此不做详述。

对我们来说，与搜索检验三乘积组的精确算法相比，该算法一个显著的优

点就是计算速度快，对一个阶在50 乃至80 阶以下的群，可以较快给出至少一

个三乘积组的结果；不足之处在于，不能实现输入一个群输出它是否有某三乘

积性质的功能；还有一点就是搜索得到的三乘积组不能确定是不是达到了容量

最大值，而只有最大容量β(G) 才对矩阵乘法指数ω 的计算有实在意义。不过

与精确算法相比，此方法另辟蹊径，从机器学习算法的角度切入；或许机器学

习算法会是我们研究矩阵乘法算法复杂度的一片新天地。
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机群辅助计算部分结果

蚁群算法搜索群的极大三乘积组的机群辅助计算（作者主要使用中国科学

院数学机械化实验室的机群）部分结果展示如下：

群H1在GAP[14]软件中可表示为H1 := SmallGroup(36, 11)，它的结构

为C3 ×A4，这里C3 是3 阶循环群，A4 是4阶偶置换群。记群G1 = C2 ×H1，它

在GAP软件中可表示为G1 := SmallGroup(72, 47)。

定理 2.39. 群H1可实现⟨8, 3, 2⟩以及⟨3, 6, 3⟩。

证明. 蚁群算法针对群H1进行搜索极大三乘积组的运算可得上述结果。

推论 2.40. 群G1可实现⟨8, 3, 4⟩，⟨8, 6, 2⟩，⟨6, 6, 3⟩。

证明. 群C2可通过S = {1}, T = {1}, U = {1, 2} 实现⟨1, 1, 2⟩，由[10]引理1.4

知C2 亦可实现⟨1, 2, 1⟩，⟨2, 1, 1⟩。由[10] 引理1.5，因G1 = C2 × H1，则有：

群G1 可实现⟨8, 3, 4⟩，⟨8, 6, 2⟩，⟨6, 6, 3⟩。

H2在GAP软件中可表示为H2 := SmallGroup(36, 3)，它的结构为C2
2 o C9，

这里C2 是2 阶循环群，C9 是9阶循环群。记群G2 = C2 × H2，它在GAP 软件

中可表示为G2 := SmallGroup(72, 16)。

定理 2.41. 群H2可实现⟨3, 3, 4⟩，⟨6, 2, 3⟩。

证明. 蚁群算法针对群H2进行搜索极大三乘积组的运算可得上述结果。

推论 2.42. 群G2可实现⟨12, 3, 2⟩，⟨6, 6, 2⟩，⟨6, 4, 3⟩，⟨8, 3, 3⟩。

证明. 群C2可通过S = {1}, T = {1}, U = {1, 2} 实现⟨1, 1, 2⟩，由[10]引理1.4

知C2 亦可实现⟨1, 2, 1⟩，⟨2, 1, 1⟩。由[10] 引理1.5，因G2 = C2 × H2，则有：

群G2 可实现⟨12, 3, 2⟩，⟨6, 6, 2⟩，⟨6, 4, 3⟩和⟨8, 3, 3⟩。





第第第三三三章章章 秩秩秩与与与小小小阶阶阶矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法的的的群群群理理理论论论方方方法法法

本章第一部分介绍秩的概念以及相关引申概念和性质；第二部分研究两类

小阶矩阵乘法的群理论方法。第一部分有关秩的一些结论在第二部分问题的研

究中可以帮助缩减问题的搜索空间。

3.1 秩秩秩

3.1.1 基基基本本本概概概念念念

定义 3.1 ([2] 第14章定义14.7). 设k是一个域，U, V,W是有限维k−向量空间。

设η : U × V → W 是一个k−双线性映射。对i ∈ {1, ..., r}，取fi ∈ U∗，gi ∈
V ∗(分别是k上U 和V的对偶空间)和wi ∈ W 使得η(u, v) =

∑r
i=1 fi(u)gi(v)wi 对

所有u ∈ U，v ∈ V都成立。那么{f1, g1, w1; ...; fr, gr, wr} 被称作η 的一个长度

为r 的k− 双线性算法，当k 固定时就称作一个双线性算法。η 的所有双线性算

法长度的最小值就被称作η的秩R(η)。若A是一个k−代数，那么A 的秩R(A) 就

被定义为它的双线性映射的秩。

定义 3.2 (双线性映射的限制，[2] 定义14.27). 令ϕ : U×V → W，ϕ′ : U ′×V ′ →
W ′ 是两个k−双线性映射。一个ϕ 到ϕ′ 的k−限制，或者单说限制（当k 固定

时）是线性映射σ : U → U ′,τ : V → V ′ 和ζ ′ : W ′ → W的一个三元组(σ, τ, ζ ′) 使

得ϕ = ζ ′ ◦ ϕ′ ◦ (σ × τ)。若存在一个ϕ′到ϕ 的限制我们就记作ϕ ≤ ϕ′。

定义 3.3 (r-特征标容量，[15] 定义1.6). 设G是一个群，其特征标为{di}。我们

定义G 的r-特征标容量为Dr(G) :=
∑

i d
r
i。

设⟨n,m, p⟩表示一个n×m 和一个m× p矩阵相乘得到一个m× p矩阵的双线

性映射。将双线性映射⟨n,m, p⟩的秩记为R(n,m, p)，将R(n, n, n) 简记为R(n)。

若G 实现了⟨n,m, p⟩ 则由定理2.9可知有：⟨n,m, p⟩ ≤ C[G] （[9] 定理2.3）；因

此R(n,m, p) ≤ R(C[G]) =: R(G)。

由Wedderburn结构定理（[26] 定理2）我们有R(G) ≤
∑

i R(di)。R(G) 的

具体值只在少数情况下可以确切知道。因此再问题研究中我们通常使用下面这

个不等式：R(n, p,m) ≤
∑

i R(di)。
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3.1.2 代代代数数数的的的秩秩秩

3.1.2.1 相相相关关关概概概念念念

定义 3.4 ([23]). 设A是一个代数。

（1）A的所有幂零左理想的和就叫做A 的根理想，记作radA；

（2）A的所有最大双边理想的交叫做A 的贾克比森根理想，记作J(A)；

（3）A是半单的如果radA = 0；

（4）A是单的如果它不含有除{0} 以外任何真双边理想。

定义 3.5 (可除代数, [26]2.1 节). 一个代数D叫做可除代数若D× = D \ {0}。

3.1.3 Alder-Strassen 界界界

命题 3.1 ([25]). 结合代数A的秩的一个基础下界被称作Alder-Strassen 界：

R(A) ≥ 2 dimA− t,

这里t是A中最大双边理想的个数。

定义 3.6 (L(A)，[21]). 一个有限维结合代数A的复杂度L(A) 是一个计算该代

数中两个元素相乘的最优化算法中非标量乘法/除法的数目。

下面的两个结论是代数方面的，它们都可由Wedderburn 经典结构定理

（[26] 定理2）直接推出。若A 是一个代数，我们记radA 为A 的根理想：

引理 3.2 ([21] 引理1). （1）A 与A/radA有相同数量的最大双边理想；

（2）A/radA是半单的。

引理 3.3 ([21] 引理2). 设A,B是两个代数。则有：

L(A×B) ≥ L((A/radA)×B) + 2 · dim(radA).

引理 3.4 ([21] 引理3). 设A,B是两个代数，A是单的。则有：

L(A×B) ≥ 2 · dimA− 1 + L(B).

注 18. 由引理3.3和引理3.4可推出文献[21] 的主要结论，即下面的定理3.5。
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定理 3.5 ([21]). 设A是任一个代数，则有：L(A) > 2 ·dimA−tA，这里tA 是A的

最大双边理想个数。

证明. 令

A/radA = A1 × ...× At

这里A1, ..., At 是单代数。则有

L(A) ≥ L(A1 × ...× At) + 2 · dim(radA)

（由引理3.3）

≥
t∑

i=1

(2 dimAi − 1) + 2 · dim(radA)

（由引理3.4，应用归纳法）

= 2 · dimA− t

= 2 · dimA− tA/radA

= 2 · dimA− tA

(3.1)

这里tA/radA 表示A/radA 的最大双边理想个数，tA 表示A 的最大双边理想个

数。

注 19. 该定理给出了结合代数中著名的Alder-Strassen 界。

进一步来看，我们的证明其实可以推出以下结论：

定理 3.6 ([21]). 若A,B是两个代数，则

L(A×B) ≥ L(B) + 2 · dimA− tA

这里tA表示A 的最大双边理想的个数。且当B被任一个二次映射取代时该结论

也成立。

3.1.4 群群群与与与ω

定理 3.7 ([23] 定理3). 设G = {G1, G2, ...} 是一个有限群族，|Gi| < |Gi+1|。
假设k是代数闭的且对每个i ≥ 1，都有char(k) = 0或char(k) - |Gi|。则
对G ∈ G，有R(k[G]) / (|G|)ω/2 （这里ω是k 上的矩阵乘法指数），且有ω ≥
2 limn→∞ sup logR(k[Gn])

log |Gn| 。
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推论 3.8 ([23] 推论1). 对于族{k[G1], k[G2], ...} 中的所有群代数k[Gn]，若对任

意但固定的ϵ，都有R(k[Gn]) = Ω((|Gn|)1+ϵ)，那么矩阵乘法指数ω > 2。

定义 3.7 ([23] 第3节). 令G = {G1, G2, ...} 是一个有限群族使得|Gt| < |Gt+1|。
若char(k) = 0 或char(k) = p 且对任意i ≥ 1，p - |Gi|，那么G就叫做域k上的一

个有限群的半单族。

定义 3.8 (最小秩代数，[23]). 若A和B是k上的结合代数，t(A) 是A的最大双边

理想的个数，则有

R(A×B) ≥ 2 dimA− t(A) +R(B).

特别地，R(A) ≥ 2 dimA − t(A)。此式等号成立时，代数A 就称作是最小秩代

数。

对一个有限群G，群代数k[G] 是半单的当且仅当char(k) - |G|。在这种情

况下有：

k[G] ∼= Dn1×n1
1 × ...×Dnt×nt

t (3.2)

这里Dτ是k 上的可除代数。每个Dnτ×nτ
t 被称作G 在k 上的一个不可约表示。

n1, ..., nτ 被称作G 的特征标。现在将G在k上的维数等于i 的不可约特征标的数

目记作ti(G)。接下来定义Ti(G) =
∑∞

j=i tj(G)。现在可以注意到k[G]的最大双

面理想数目就等于T1(G) = t。

定理 3.9 ([23] 定理6). 设G是一个有限群，k是一个代数闭域，char(k) = 0

或char(k) - |G|。t的定义如上面等式3.2 所述。则有：

（1）T3(G) = 0当且仅当k[G] 是最小秩代数。这种情况下R(k[G]) = t1(G) +

7t2(G)。

（2）若T3(G) > 0，则R(k[G]) ≥ 2|G| − t+max{9
2
T7(G), 1}。

（3）设G = {G1, G2, ...} 是一个群的半单族。假设每个G ∈ G 在k 上的不可约表

示数目是o(|G|)。则对所有G ∈ G，R(k[G]) ≥ 5
2
|G| − o(|G|)。

注 20. （1）若T3(G) > 0，则

R(k[G]) = 2 dimA− (T1(G)− T3(G)) +R(B) ≥ 2|G| − t+ 1;

（2）对n ≥ 3，R(kn×n) ≥ 2n2 + n− 2。
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注 21. （1）对一个代数闭域k来说，由Strassen 的直积猜想可推出R(k[G]) =

R(kn1×n1)+ ...+R(knt×nt)。（2）若G不交换，至少有一个nτ > 1，由Schönhage

的τ−定理（[2]，(15.11)），nω
1 + ...+ nω

t ≤ R(k[G])。

定理 3.10 ([24]). 设A是一个k−代数，A/radA ∼= A1 × ... × At，这里Aτ =

Dnτ×nτ
τ ,∀τ，这里Dτ 是一个k−可除代数。假设每个Aτ 都是非交换的，即

nτ ≥ 2 或Dτ是非交换的。则有

R(A) ≥ 5

2
dimA− 3

t∑
τ=1

nτ .

3.1.5 一一一般般般代代代数数数的的的秩秩秩

定义 3.9 (可分). 设K是一个域。一个结合K−代数A 被称作是可分的如果对任

一个域扩张L/K，代数A⊗K L都是半单的。

命题 3.11 ([26]2.1 节). （1）任一个完全域上的代数都是可分的; （2）若一个

代数是如下形式：kn1×n1 + ...+ knt×nt，那么它就是可分的。

引理 3.12 ([26]2.2 节). 对任一个代数A，都有

R(A) ≥ R(A/radA) + 2 dimA.

引理 3.13 ([26]引理11). 若A = B×B′，B是一个单k−代数，B′ 是任一个k−代
数，则有：

R(A) ≥ 2 dimB − 1 +R(B′).

引理 3.14 ([26] 引理26). 设B1，B2是两个代数。那么代数B = B1 × B2 取到最

小秩（是最小秩代数）当且仅当B1，B2都取到最小秩（是最小秩代数）。

3.1.6 ω 与与与秩秩秩的的的关关关系系系

这一小节中，为忠于原参考文献[1]，用符号R来表示秩。ω与秩的关系最

早是由以下命题建立起来的：

命题 3.15 ([2]，376-377页). 对任一个域K，都有

ω(K) = inf{h ∈ R+|R(⟨n, n, n⟩) = O(nh), n → ∞}.
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可以这样解释上述命题：给定域K，对任意小的ε > 0，都存在一个独立

于n的常量CK,ε ≥ 1，使得对所有n，都有R(⟨n, n, n⟩) ≤ CK,εn
ω(K)+ε 成立。

下面我们从秩的角度来研究Strassen对ω 的第一个估计，即ω < 2.81[4]。他

证明了R(⟨2, 2, 2⟩) ≤ 7 （Winograd将这个结果改进到R(⟨2, 2, 2⟩) = 7，[27]）从

这个结论可以很容易推出R(⟨2n, 2n, 2n⟩) ≤ R(⟨2, 2, 2⟩)n ≤ 7n，（[2] 第377 页）。

因为对所有正整数n ≥ 2，都有n ≤ 2⌈log2 n⌉ = n + εn，这里εn > 0 是一个取决

于n的余数，⌈·⌉ 是实数的上取整函数，则有

R(⟨n, n, n⟩) ≤ R(⟨2⌈log2 n⌉, 2⌈log2 n⌉, 2⌈log2 n⌉⟩)

≤ R(⟨2, 2, 2⟩)⌈log2 n⌉

≤ 7nlog2 7 ≈ 7n2.807

(3.3)

由命题3.15 可推出ω < 2.81。下面是两个进一步的研究结论。

命题 3.16 ([1] 命题4). 若R(⟨m, p, q⟩) ≤ s，则(mpq)
ω
3 ≤ s。

注 22. 由上面的命题可知(mpq)
ω
3 ≤ R(⟨m, p, q⟩)，进而有ω ≤ logR(⟨m,p,q⟩)

log(mpq)1/3
对任

意正整数m, p, q 均成立。命题3.17 是一个推广结论。

命题 3.17. 若R(⊕i⟨mi, pi, qi⟩) ≤ s，则
∑

i (mipiqi)
ω
3 ≤ s。

3.2 5× 5 矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法的的的群群群理理理论论论方方方法法法

下面我们探讨的问题来源于文献[15]。

问题背景： 问题来源于小矩阵的乘法。著名的O(n2.81) 算法（Strassen算法）

是基于一个可以计算两个2 × 2 矩阵乘积的算法，只需要7步乘法就能完成。

Winograd[27]证明了这种情况下需要的最少乘法步数就是7步。而将两个n × n

矩阵相乘所需最小乘法步数的确切值R(n) 在n > 2 的情形下都是未知的。不

过[28] 表格3给出了n ≤ 30 情况下的R(n)的上界。Hedtke 和Murthy 在[17]中

证明了通过群理论方法不能在R(3) 和R(4)上得到更优的结果。因此我们要考

虑R(5) 能否通过群理论方法（这里特指三乘积方法）得到比该表格所列已有

算法（Makarov 算法）更优的结果。

问题陈述： 是否存在一个群G可以实现⟨5, 5, 5⟩ 三乘积性质并且该群的秩的
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下界R(G)（定义如下）小于100（[28] 表格3）。

解决方案 由于搜索空间太大，我们的主要思想第一步是通过必要条件来缩

减搜索空间。下面我们看看有哪些必要条件可以用来缩减搜索空间。

我们记R̄(G) :=
∑

i R(di) 为R(G) 的已知最佳上界，记R(G) 为R(G)的

已知最佳下界。对一个有限群G，记它的不可约复特征值的总个数为T(G)，记

它的最大不可约特征标为b(G)。

定理 3.18 ([23]定理6). G是一个群

（1）若b(G) = 1，则R(G) = |G|。
（2）若b(G) = 2，则R(G) = 2|G| − T (G)。

（3）若b(G) ≥ 3，则R(G) ≥ 2|G|+ b(G)− T (G)− 1。

注 23. 该定理以及定理3.6、定理3.10、定理3.9以及引理3.13等相关结论均可用

来限定群G的秩的范围，从而帮助缩减问题搜索空间。

定义 3.10 ([15] 定义1.5). 记β(G)为nmp 的最大值，这里G 实现了⟨n,m, p⟩，
则β(G)称作群G 的三乘积容量。

定理 3.19 ([9] 定理4.1). 若G ̸= 1是一个有限群，那么β(G)ω/3 ≤ Dω(G)。

定理 3.20. 若G是一个交换群且G实现了⟨5, 5, 5⟩，则有R(G) ≥ 125。

证明. 如果G是交换的且非平凡(|G| ̸= 1)，那么b(G) = 1 并且由定理3.18 我们

有：R(G) = |G|。而当G交换时，由三乘积性质保证映射S×T ×U → G是单射

（G 通过子集组(S, T, U) 实现三乘积性质），则有|G| ≥ 125，则有R(G) ≥ 125。

注 24. 因为我们要找的是R(G) < 100 < 125 的群G，所以从现在起只需要考虑

非交换群。

引理 3.21 (交换群判断条件). （1）若|G| 是一个素数，那么G 是交换的。

（2）若|G| = pq，这里p 和q都是素数，p < q, 若q ̸≡ 1(mod p)，那么G 就是交

换的。

（3）若|G| = pq2，p和q是两个不同的素数且p 不能整除|Aut(G)|，那么G 就是
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交换的。

（4）若|G| = pqr，p, q 和r是三个相互不同的素数且q < r，r ̸≡ 1(mod q)，

qr < p，p ̸≡ 1(mod r)，p ̸≡ 1(mod q)，那么G就是交换的。

定理 3.22 ([15] 引理3.3). 如果G是非交换的，那么T (G) ≤ 5
8
|G|。等号成立时

有|G : Z(G)| = 4。这里Z(G)为群G的中心。

注 25. 那么如果我们结合考虑定理3.18和定理3.22，就有：

R(G) ≥ 2|G| − T (G) ≥ (11/8)|G|
因为我们要下式成立：R(G) < 100，则有：

(11/8)|G| < 100

|G| ≤ 72。

定义 3.11 (⟨5, 5, 5⟩C1竞争者，[15] 定义3.2). 一个群G如果实现了⟨5, 5, 5⟩ 且满

足R[G] < 100，那么我们称这个群是一个⟨5, 5, 5⟩ C1 竞争者。本节后面简称之

为C1 竞争者。

命题 3.23 ([15] 命题3.8). 如果群G是一个C1 竞争者，那么45 ≤ |G| ≤ 72。

证明. 由引理2.21我们知道，|G| ≥ 5 · (5 + 5 − 1) = 45。由定理3.22 的结论，

有|G| ≤ 72。

定义 3.12 ([15] 定义3.4). 令G是一个有三乘积子集组(S, T, U) 的群，假设H

是一个G的指数为2的子群。我们定义S0 = S ∩ H,T0 = T ∩ H,U0 = U ∩ H，

S1 = S \H，T1 = T \H 和U1 = U \H。

引理 3.24 ([15] 引理3.5). 若群G实现了⟨5, 5, 5⟩。如果G 有一个指数为2的子

群H，那么H一定实现了⟨3, 3, 3⟩。

证明. 假设群G通过子集组(S, T, U)实现了⟨5, 5, 5⟩。若|S0| < |S1|，那么对任

意a ∈ S1，用Sa−1 取代S。这会使得S0和S1互换。因此不妨设|S0| ≥ |S1|，
|T0| ≥ |T1|，|U0| ≥ |U1|。现在(S0, T0, U0) 就是H的三乘积子集组，由于S0，T0，

U0 都至少有三个元素，那么就有结论：H 实现了⟨3, 3, 3⟩。

引理 3.25 ([15] 引理3.6). 假设G有三乘积子集组(S, T, U)。令H 是G 的指数

为2的一个交换子群。那么下面几个等式成立。
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（1）|S−1
0 T0U0| = |S0||T0||U0|；

（2）|S−1
1 T1U0| ≥ |S1||T1|；

（3）|S−1
1 U1| = |S1||U1|；

（4）S−1
0 T0U0 ∩ S−1

1 T1U0 = ∅；
（5）S−1

0 T0U0 ∩ S−1
1 U1T0 = ∅；

（6）S−1
1 T1U0 ∩ S−1

1 U1T0 = ∅。

引理 3.26 ([15] 定理3.7). 若群G实现了⟨5, 5, 5⟩，那么G 就不可能有指数为2的

交换子群。

证明. 假设G有一个指数为2的交换子群H 且G实现了通过三乘积子集组(S, T, U)实

现了⟨5, 5, 5⟩。和之前同样定义S0, T0, U0, S1, T1, U1。那么，像上面证明的一

样，我们可以假设|S0| ≥ 3，|T0| ≥ 3和|U0| ≥ 3。不影响一般性我们可以假

设|S0| ≥ |T0| 和|S0| ≥ |U0|。现在由于|G| ≤ 72，就有|H| ≤ 36。从引理3.25 可

得：

36 ≥ |H| ≥ |S−1
0 T0U0 ∪ S−1

1 U1T0 ∪ S−1
1 T1U0|

= |S0||T0||U0|+ |S−1
1 U1T0|+ |S−1

1 T1U0|
≥ |S0||T0||U0|+ |S1||U1|+ |S1||T1| (3.4)

由3.4式，若|T0| ≥ 4或|U0| ≥ 4，均可推出|S0| ≥ 4，从而有|H| ≥ 48，矛盾！因

此|T0| = |U0| = 3。若|S0| ≥ 4，则|H| ≥ 40，矛盾！因此|S0| = |T0| = |U0| = 3，

从而推出|H| ≥ 27 + 4 + 4 = 35, 因此|H| ∈ {35, 36}。若Q(S0), Q(T0), Q(U0) 中

的两个是阶为4的群，那么它们会生成一个阶为16 的H的子群，这是不可能的。

因此，在必要的时候改换S, T, U 的顺序，就不妨假设Q(T0), Q(U0) 都不是阶

为4的子群。

现在考虑S−1
1 U1T0。记X = S−1

1 U1, 则|X| = 4。若|XT0| = 4, 则有XT0 = X,因

此X⟨T0⟩ = X, 这说明X 是⟨T0⟩ 陪集的并。特别地，4 = |X| 可以被⟨T0⟩ 的阶
整除。但T0至少有3个元素，因此⟨T0⟩ 阶为4。通过检验可得Q(T0) = ⟨T0⟩，这
与Q(T0)不是一个阶为4的子群的事实相矛盾。因此我们证明了|S−1

1 U1T0| > 4。

一个类似的推理过程可以得到|S−1
1 T1U0| > 4。将结果代回3.4 式，有|H| ≥

27 + 5 + 5 = 37，矛盾出现！因此，阶小于等于72的群不可能同时实现⟨5, 5, 5⟩，
又有指数为2的交换子群。

定理 3.27 ([15] 定理3.9). 阶为64的群都不是C1竞争者。
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证明. 首先，经过GAP辅助计算R(G)的下界（注23）排除R(G) ≥ 100的群，然

后排除掉那些有指数为2的交换子群的群，最终得到了一个可能是C1竞争者

的64阶群的列表。如果列表中有群实现了⟨5, 5, 5⟩，则它的阶为32的子群就肯定

实现了⟨3, 3, 3⟩。通过直接计算，发现列表中的这些64阶群都至少有一个32阶子

群不能实现⟨3, 3, 3⟩。因此，阶为64的群都不是C1竞争者。

定理 3.28 ([15] 定理3.10). 所有可能的C1竞争者如下列出（按照群在GAP软件

中的序号）：（GAP ID）

[48, 3], [48, 28], [48, 29], [48, 30], [48, 31], [48, 32]

[48, 33], [48, 48], [48, 49], [48, 50], [54, 10], [54, 11].

证明. 首先，由前述命题可知我们只需要考虑阶在45 和72 之间的群。通过一个

简单的GAP辅助计算R(G) 的下界（注23），排除掉R(G)的下界大于99的那些

群。接着，排除掉那些有指数为2的交换子群的群，并且排除掉所有阶为64的

群。通过以上几步排除，剩下的群就只有20个了。而且如果一个群的阶为48且

是一个C1竞争者那么它的任一个24阶子群必须实现⟨3, 3, 3⟩；通过对24阶群是

否实现⟨3, 3, 3⟩ 的直接计算，又排除了列表中的10个48阶群，上述所列是剩下

来的可能的C1 竞争者。

计算结果 接下来我们要做的就是针对这12个可能的C1竞争者应用精确算法，

看它们是否能实现⟨5, 5, 5⟩。计算结果显示，这12个群都不能实现⟨5, 5, 5⟩。因

此，不存在可以在实现⟨5, 5, 5⟩ 三乘积性质且乘秩小于100 的群。

3.3 6× 6 矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法的的的群群群理理理论论论方方方法法法

问题背景 本部分内容主要由上一节研究的问题引申而来，接着文献[15] 结尾

提出的开放问题，考虑是否存在可以实现⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质且它的秩小于161

（[28] 表格3）的群，考虑R(6) 能否通过群理论方法（这里特别指通过三乘积方

法）得到比该表格所列已有算法（Strassen算法）更优的结果。

问题陈述 是否存在一个阶小于90的群可以实现⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质且该群

的秩的下界小于161（[28]表格3）？
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解决方案 由于搜索空间太大，我们的主要思想第一步是通过很多必要条件

来缩减搜索空间。接下来我们研究有哪些必要条件可以缩减搜索空间。

定理 3.29. 若G是一个交换群且G实现了⟨6, 6, 6⟩，则有R(G) ≥ 216。

证明. 如果G是交换的且非平凡(|G| ≠ 1)，那么b(G) = 1 并且由定理?? 我们

有：R(G) = |G|。而当G交换时，由三乘积性质保证映射S×T ×U → G是单射

（G 通过子集组(S, T, U) 实现三乘积性质），则有|G| ≥ 216，则有R(G) ≥ 216。

注 26. 因为我们要找的是R(G) < 161 < 216 的群G，所以从现在起只需要考虑

非交换群。

定义 3.13 (⟨6, 6, 6⟩C1竞争者). 一个群G如果实现了⟨6, 6, 6⟩ 且满足R[G] < 161，

那么我们称这个群是一个⟨6, 6, 6⟩C1 竞争者。在本节中后面简称之为C1 竞争

者。

命题 3.30. 如果群G是一个C1竞争者，那么66 ≤ |G| ≤ 117。

证明. 再结合考虑定理3.18和定理3.22，就有：

R(G) ≥ 2|G| − T (G) ≥ (11/8)|G|
因为我们要下式成立：R(G) < 161，则有：
11
8
|G| < 161，推出

|G| ≤ 117。且由引理2.21我们知道，|G| ≥ 6 · (6 + 6− 1) = 66。证毕。

定义 3.14 ([15]，定义3.4). 令G是一个有三乘积子集组(S, T, U) 的群，假设H

是一个G的指数为2的子群。我们定义S0 = S ∩ H,T0 = T ∩ H,U0 = U ∩ H，

S1 = S \H，T1 = T \H 和U1 = U \H。

引理 3.31. 若群G实现了⟨6, 6, 6⟩。如果G 有一个指数为2的子群H，那么H一定

实现了⟨3, 3, 3⟩。

证明. 假设群G通过子集组(S, T, U)实现了⟨6, 6, 6⟩。若|S0| < |S1|，那么对任

意a ∈ S1，用Sa−1 取代S。这会使得S0和S1互换。因此不妨设|S0| ≥ |S1|，
|T0| ≥ |T1|，|U0| ≥ |U1|。现在(S0, T0, U0) 就是H的三乘积子集组，由于S0，T0，

U0 都至少有三个元素，则有结论：H 实现了⟨3, 3, 3⟩。
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将上述证明推广以后可得下面的定理：

定理 3.32. 若群G实现了⟨n, n, n⟩。当n 为奇数时，如果G有一个指数为2的子

群H，那么H一定实现了⟨n+1
2
, n+1

2
, n+1

2
⟩；当n 为偶数时，如果G 有一个指数

为2的子群H，那么H一定实现了⟨n
2
, n
2
, n
2
⟩。

引理 3.33 ([15]，引理3.6). 假设G有三乘积子集组(S, T, U)。令H是G 的指数

为2的一个交换子群。那么下面几个等式成立：

（1）|S−1
0 T0U0| = |S0||T0||U0|；

（2）|S−1
1 T1U0| ≥ |S1||T1|；

（3）|S−1
1 U1| = |S1||U1|；

（4）S−1
0 T0U0 ∩ S−1

1 T1U0 = ∅；
（5）S−1

0 T0U0 ∩ S−1
1 U1T0 = ∅；

（6）S−1
1 T1U0 ∩ S−1

1 U1T0 = ∅。

引理 3.34. 若群G实现了⟨6, 6, 6⟩并且|G| < 90，那么G就不可能有指数为2的交

换子群。

证明. 假设G有一个指数为2的交换子群H 且G实现了通过三乘积子集组(S, T, U)实

现了⟨6, 6, 6⟩。和之前同样定义S0, T0, U0, S1, T1, U1。那么，像上面证明的一

样，我们可以假设|S0| ≥ 3，|T0| ≥ 3和|U0| ≥ 3。不影响一般性我们可以假

设|S0| ≥ |T0| 和|S0| ≥ |U0|。现在由于|G| < 90，就有|H| < 45。从引理3.33 可

得：

45 > |H| ≥ |S−1
0 T0U0 ∪ S−1

1 U1T0 ∪ S−1
1 T1U0|

= |S0||T0||U0|+ |S−1
1 U1T0|+ |S−1

1 T1U0|
≥ |S0||T0||U0|+ |S1||U1|+ |S1||T1| (3.5)

若|U0| ≥ 4，那么由|H| ≥ 64，矛盾出现！所以|U0| = 3：

（1）|U0| = 3 = |T0| = |S0|，则由不等式3.5 有：|H| ≥ 45，矛盾；

（2）|U0| = 3 = |T0|，|S0| = 4，则由不等式3.5有：|H| ≥ 48，矛盾；

（3）|U0| = 3，|T0| = |S0| = 4，则由不等式3.5有：|H| ≥ 58，矛盾；

（4）|U0| = 3 = |T0|,|S0| = 5，则由不等式3.5有：|H| ≥ 51，矛盾；

（5）|U0| = 3，|T0| = 4,|S0| = 5，则由不等式3.5 有：|H| ≥ 65，矛盾；

（6）|U0| = 3，|T0| = |S0| = 5，则由不等式3.5有：|H| ≥ 79，矛盾；
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（7）|U0| = 3 = |T0|，|S0| = 6，则由不等式3.5有：|H| ≥ 54，矛盾；

（8）|U0| = 3|T0| = 4, |S0| = 6，则由不等式3.5 有：|H| ≥ 72，矛盾；

（9）|U0| = 3, |T0| = 5, |S0| = 6，则由不等式3.5有：|H| ≥ 90，矛盾；

（10）|U0| = 3, |T0| = |S0| = 6，则由不等式3.5 有：|H| ≥ 108，矛盾。

因此，若群G实现了⟨6, 6, 6⟩ 并且|G| < 90，那么G 就不可能有指数为2的交换

子群。

注 27. 目前为止，经过上述必要条件的排筛选，以及GAP 辅助计算R(G)的下

界（注23）排除R(G) ≥ 161 的群。可得所有阶小于90 的群中，可能的C1竞争

者用它们的GAP ID（即它们在GAP 软件中的序号）列出如下（共56 个）：

(68,3),(72,3),(72,15),(72,16),(72,19),(72,20),(72,21),(72,22),(72,23),(72,24),(72,25),

(72,39),(72,40),(72,41),(72,42),(72,43),(72,44),(72,45),(72,46),(72,47),(75,2),(78,1),

(78,2),(80,3),(80,15),(80,18),(80,28),(80,29),(80,30),(80,31),(80,32),(80,33),(80,34),

(80,39),(80,40),(80,41),(80,42),(80,49),(80,50),(81,3),(81,4),(81,6),(81,7),(81,8),

(81,9),(81,10),(81,12),(81,13),(81,14),(84,1),(84,2),(84,7),(84,8),(84,9),(84,10),(84,11).

定理 3.35 ([10] 定理1.8). 假设群G实现了⟨n,m, p⟩，它的特征标是{di}。那
么(nmp)ω/3 ≤

∑
i di

ω。

注 28. 若上述C1竞争者可实现⟨6, 6, 6⟩，则可应用定理3.35，推出关于ω 上界的

如下结论（只列出非平凡解的情况）：

(72, 3)/(72, 25) ⇒ ω ≤ 2.69631424,

(72, 16)/(72, 47) ⇒ ω ≤ 2.77655751,

(72, 20)/(72, 21)/(72, 46) ⇒ ω ≤ 2.888690173,

(72, 22)/(72, 23)/(72, 24) ⇒ ω ≤ 2.916302468,

(72, 42) ⇒ ω ≤ 2.849410311,

(81, 3)/(81, 4)/(81, 6)/(81, 12)/(81, 13)/(81, 14) ⇒ ω ≤ 2.84509229,

(84, 10) ⇒ ω ≤ 2.965002029.

注 29. 即使我们由一个群的三乘积性质推出了ω 的非平凡上界，R(G)仍然不

容易具体求出，可见下一步工作任务依旧艰巨。

命题 3.36 ([10]). 若G ̸= 1是一个有限群，那么有：β(G)ω/3 ≤ Dω(G)。这个不

等式可以推出ω的非平凡上界当且仅当β(G) > D3(G)。
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注 30. 当我们应用命题3.36来推导ω的非平凡解时，针对⟨6, 6, 6⟩ 三乘积的情

况，有可能对某群G有：216 ≤ β(G) ≤ D3(G)，从而得到ω的平凡解，但该群

的秩R(G) < 216（或R(G) < 161）仍成立（即秩的值非平凡）。因此我们不能

通过命题3.36 来对注27 中剩下的可能的C1竞争者进行进一步排除。

总结

对于进一步工作，我们认为比较可行的一个方案是将文献[15] 中的精确算法

并行化，然后对上述56 个群进行直接验证。不过此方法比较“笨拙”，主要难

点在于并行化程序设计的技巧。同时，我们也致力于在理论上寻找更多有关

群⟨6, 6, 6⟩三乘积性质的必要（筛选）条件。
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4.1 群群群C6 × A4

这部分主要分析一个72阶群的三乘积等相关性质，在GAP软件中，该群表

示为G := SmallGroup(72, 47)。记该群为G，该群结构为C6 ×A4，即C2 ×C3 ×
A4。在GAP软件中群H1 = SmallGroup(36, 11)，H2 = SmallGroup(36, 3)，H1

同构于C3 × A4，H2结构为C2
2 o C9。

引理 4.1. 群H1, H2均不能实现⟨4, 4, 4⟩。

证明. 通过文献[15]中的精确搜索算法在GAP 软件中直接计算得到的结果。

定理 4.2. A4可实现⟨3, 3, 2⟩，β(A4) = 18。

证明. 搜索群的极大三乘积组的蚁群算法（在第二章有介绍）在集群上计算得

到的结果显示A4 可实现⟨3, 3, 2⟩。可构造证明如下：

构造A4的子集合S, T, U：

S : {(1), (13)(24)};
T : {(1), (243), (234)};
U : {(1), (124), (142)}.
根据三乘积性质的定义验证可知上述集合S, T, U满足该性质。

由文献[19]推论3.2有

β(A4) ≤ (
1 +

√
1 + 8 · 12
4

)3

可得β(A4) ≤ 19，若β(A4) = 19，因为19 是质数，因此只能是A4实现⟨19, 1, 1⟩，
而这说明群A4 有一个阶为19的子集合，但|A4| = 12 < 19，矛盾！因此β(A4) =

18。证毕。

由上述定理可尝试构造群G的三乘积组，有如下结果：

命题 4.3. 在不增添新的A4中元素的情况下，可构造证明群G 的⟨6, 3, 3⟩三乘积
性质。
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证明. 设A4通过子集组S, T, U实现⟨3, 2, 3⟩，
S = {1, s1, s2};
T = {1, t1};
U = {1, u1, u2}.
因G = C6 × A4，这里C6是6阶循环群，且其中有一个单位元，一个二阶元，两

个三阶元和两个六阶元，可表示为：

C6 = {1, 2̄(1), 3̄(1), 3̄(2), 6̄(1), 6̄(2)}。
可构造G 的子集组S1, T1, U1如下（在不增添新的A4 中元素的情况下）：

S1 := {(1, 1), (1, s1), (1, s2), (2̄(1), 1), (2̄(1), s1), (2̄(1), s2)};
T1 := {(1, 1), (1, t1), (3̄(1), 1), (3̄(2), 1), (3̄(1), t1), (3̄(2), t1)};
U1 := {(1, 1), (1, u1), (1, u2)}.
可以验证，上述三个G的子集合满足三乘积性质，但在不增添新的A4中元素

的情况下，如果继续向集合U1 中增添元素，则会产生矛盾！U1中的A4部分添

入S或T中的元素显然不行，就以添入元素(6̄(1), u1)为例，此时有：

(1, 1)(2̄(1), 1)−1(1, 1)(3̄(1), 1)−1(6̄(1), u1)(1, u1)
−1 = 1，

与S1, T1, U1的三乘积性质矛盾！（这里6阶循环群中的乘法表不失一般性，可以

含有(2̄(1)) · (3̄(2))(6̄(1)) = 1）其他情况经验证均会产生类似矛盾，因此此种方法

（增添新的A4 中元素到新集合的右边一列）的极大构造结果如上所示，有G可

实现⟨6, 3, 3⟩ 的结论。证毕。

命题 4.4. G可通过如下集合S1, T1, U1实现⟨6, 6, 3⟩：
S1 := {(1, 1), (1, (13)(24)), (3̄(1), 1), (3̄(1), (13)(24)), (3̄(2), 1), (3̄(2), (13)(24))};
T1 := {(1, 1), (1, (243)), (1, (234)), (2̄(1), 1), (2̄(1), (243)), (2̄(1), (234))};
U1 := {(1, 1), (1, (124)), (1, (142))}.

证明. 根据三乘积性质的定义可以验证上述命题成立。

记H := C3 × A4，在GAP软件中，H := SmallGroup(36, 11)。

定理 4.5. 群H可实现⟨6, 4, 3⟩。

证明. 构造H的子集S, T, U如下：

S := {(1, 1), (1, (13)(24)), (3̄(1), (13)(24)), (3̄(2), (13)(24)), (3̄(1), 1), (3̄(2), 1)};
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T := {(1, 1), (1, (14)(23)), (1, (143)), (1, (134))};
U := {(1, 1), (1, (123)), (1, (132))}.
上面每个括号括起来二元组，前面一个元素x ∈ C3，C3 是3阶循环群，（不妨

设C3 = {1, 3(1), 3(2)}，这里1 是单位元，3(1), 3(2)分别表示C3中的两个三阶元）

后面一个元素y ∈ A4，A4表示4 阶偶置换群。可验证上面构造出的S, T, U 满足

三乘积性质，则群H 实现了⟨6, 4, 3⟩。

推论 4.6. 群G可实现⟨12, 4, 3⟩，⟨8, 6, 3⟩，⟨6, 6, 4⟩。

证明. 因为G = H × C2，C2为2阶循环群，显然有C2 实现⟨2, 1, 1⟩，结合定

理4.5结论以及（[10]，引理1.5）可知G可实现⟨12, 4, 3⟩，⟨8, 6, 3⟩及⟨6, 6, 4⟩。

命题 4.7. 由H实现了⟨6, 4, 3⟩可得一个平凡解ω ≤ 3.5421。

证明. 由GAP辅助计算可知H的特征标为9个1和3个3，由（[10]，定理1.8）有，

72ω/3 ≤ 9 + 3 · 3ω，解之可得：ω ≤ 3.5421。

命题 4.8. 由G实现了⟨12, 4, 3⟩（或⟨8, 6, 3⟩或⟨6, 6, 4⟩）可得一个平凡解ω ≤ 3.3428。

证明. 由GAP辅助计算可知G的特征标为18个1和6个3，由[10]，定理1.8 有，

144ω/3 ≤ 18 + 6 · 3ω，解之可得：ω ≤ 3.3428。

GAP软件结算部分结果展示如下：

定理 4.9. 如下群（以GAP ID表示）可实现⟨4, 4, 4⟩：(72,47),(72,16),(68,3),

(72,3),(72,19),(72,20)。

证明. 算法来自文献[15]，用GAP软件在中科院数学机械化实验室的机群上直

接计算，目前已出结果如上所述，更多结果还在计算中。

注 31. 上述群的结构简述如下，

在GAP软件中，G1 = SmallGroup(72, 47)，它的结构是C6×A4，这里C6是6阶

循环群，A4是4 阶偶置换群。

在GAP软件中，G2 = SmallGroup(72, 16)，它的结构是C2 × (C2
2 o C9)，

这里这里o表示半直积，相当于下面群结构中出现的: 符号，C2 是2阶循环群，
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C9是9 阶循环群。

在GAP软件中，G3 = SmallGroup(68, 3)，它的结构是C17 : C4，C17与C4的

半直积，这里C17是17 阶循环群，C4 是4 阶循环群。

在GAP软件中，G4 = SmallGroup(72, 3)，它的结构是Q8 : C9，Q8与C9的

半直积，这里Q8 是8四元群，C9是9 阶循环群。

在GAP软件中，G5 = SmallGroup(72, 19)，它的结构是(C3 × C3) : C8，

C3 × C3与C8的半直积，这里C3是3 阶循环群，C8 是8阶循环群。

在GAP软件中，G5 = SmallGroup(72, 20)，它的结构是(C3 : C4) × S3，

C3与C4 的半直积和S3 的直积，这里C3 是3阶循环群，C4 是4阶循环群，S3是3阶

对称群。

4.2 构构构造造造三三三乘乘乘积积积组组组

本部分内容主要分析研讨如何从群B的三乘积组出发，构建群

D := C2 × B的三乘积组，也有关于群F := Cn × B三乘积性质的一些推广结论

（这里Cn为n阶循环群）。

引理 4.10 ([17]引理2.1). 若S, T, U ⊂ G 满足三乘积性质，则有Q(X) ∩Q(Y ) =

{1}，∀X, Y ∈ {S, T, U}且X ̸= Y。

证明. 不失一般性，不妨以X = T, Y = U为例。若{Q(T ) ∩ Q(U)} \ {1} ̸= ϕ，

可设1 ̸= x ∈ Q(T ) ∩Q(U)。则t1t
−1
2 = u1u

−1
2 = x且t1 ̸= t2, u1 ̸= u2，这里t1, t2 ∈

T, u1, u2 ∈ U。那么∀x1 ∈ S，有x1x
−1
1 t1t

−1
2 u2u

−1
1 = 1，但t1 ̸= t2, u1 ̸= u2。这

与S, T, U的三乘积性质相矛盾！证毕。

从群B的三乘积组出发，构建群Cn ×B 的三乘积组：

引理 4.11. 若S, T, U为群B的一个基本三乘积组，S1 = {(1, s)|s ∈ S}，T1 =

{(1, t)|t ∈ T}，U1 = {(1, u)|u ∈ U}，则S1, T1, U1为群C2 × B的三乘积组（这

里C2为2阶循环群）。

证明. 若(1, s1)(1, s2)
−1(1, t1)(1, t2)

−1(1, u1)(1, u2)
−1 = 1，则有s1s

−1
2 t1t

−1
2 u1u

−1
2 =

1，由S, T, U 为群B的一个三乘积组，有s1 = s2， t1 = t2，u1 = u2，则
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有(1, s1) = (1, s2)，(1, t1) = (1, t2)，(1, u1) = (1, u2)，即S1, T1, U1为群C2 × B的

三乘积组。证毕。

引理 4.12 (推广). 若S, T, U为群B的一个基本三乘积组，S1 = {(1, s)|s ∈ S}，
T1 = {(1, t)|t ∈ T}，U1 = {(1, u)|u ∈ U}，则S1, T1, U1为群Cn × B的三乘积组

（这里Cn为n阶循环群）。

证明. 证明思路同引理4.11。

接下来，令S1 ⊂ S2，T1 ⊂ T2，U1 ⊂ U2，下面我们讨论S2, T2, U2 ⊂ D的

三乘积相关性质。设S2 限制在B上与S1限制在B上相比新添加的元素集合

为X，T2限制在B 上与T1限制在B上相比新添加的元素集合为Y，U2限制

在B上与U1限制在B上相比新添加的元素集合为Z。为便于理解，现将S2, T2, U2

以⟨6, 6, 6⟩为例示意如下：

S2 := {(1, 1), (1, s1), (1, s2), (2, x1), (2, x2), (2, x3)}；
T2 := {(1, 1), (1, t1), (1, t2), (2, y1), (2, y2), (2, y3)}；
U2 := {(1, 1), (1, u1), (2, z1), (2, z2), (2, z3), (2, z4)}。
这里，S = {1, s1, s2}，T = {1, t1, t2}，U = {1, u1}，
X = {x1, x2, x3}，Y = {y1, y2, y3}，Z = {z1, z2, z3, z4}，且C2 = {1, 2}为2阶循

环群，1表示其中的单位元，2表示其中的2阶元。

定理 4.13. 当S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质时，若S ∩X ̸= ϕ，则有Y ∩ T = ϕ

以及Z ∩ U = ϕ。

证明. 分两种情况：

（1）S2限制在B上重复的元素中有单位元。不妨设x1 = s1，由T, U的广义对称

性，不妨设y1 = t1 （y1 = 1时也同理可证）。则有：

(1, s1)(2, x1)
−1(1, t1)(2, y1)

−1(1, 1)(1, 1)−1 = 1,

但显然(1, s1) ̸= (2, x1)，与S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质矛盾！

（2）S2限制在B上中重复的元素无单位元。不妨设x1 = 1，由T, U的广义对称，

不妨设

y1 = t1 （y1 = 1时也同理可证）。则有：

(1, 1)(2, x1)
−1(1, t1)(2, y1)

−1(1, 1)(1, 1)−1 = 1,
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但显然(1, 1) ̸= (2, x1)。与S2, T2, U2 ⊂ D 满足三乘积性质矛盾！

证毕。

当我们考虑Q = C3 × B的三乘积组S3, T3, U3时，不妨设C3 = {1, 3̄(1), 3̄(2)}，
以C3 中元素将S3, T3, U3 划分：S3|B = S ∪ X1 ∪ X2，T3|B = T ∪ Y1 ∪ Y2，

U3|B = U ∪ Z1 ∪ Z2，这里X1, Y1, Z1分别是S3, T3, U3 中C3中元素为3̄(1)时对应

的B中元素集合，X2, Y2, Z2分别是S3, T3, U3 中C3中元素为3̄(2)时对应的B中元

素集合。记X = X1 ∪X2，Y = Y1 ∪ Y2，Z = Z1 ∪ Z2。

定理 4.14 (推广). 当S3, T3, U3 ⊂ Q满足三乘积性质时，若S ∩ X ̸= ϕ，则

有Y ∩ T = ϕ 以及Z ∩ U = ϕ。

证明. 不妨设集合S3, T3限制在B上后对应的元素各有一个重复，则可分以下三

种情况：

（1）s1 ∈ X1 ∩ S ̸= ϕ且t1 ∈ Y1 ∩ T ̸= ϕ。此时，有

(1, s1)(3̄
(1), s1)

−1(3̄(1), t1)(1, t1)
−1(1, u1)(1, u1)

−1 = 1,

由S3, T3, U3 ⊂ Q满足三乘积性质有：(1, s1) = (3̄(1), s1)，显然矛盾！

（2）s1 ∈ X2 ∩ S ̸= ϕ且t1 ∈ Y2 ∩ T ̸= ϕ。此时，有

(1, s1)(3̄
(2), s1)

−1(3̄(2), t1)(1, t1)
−1(1, u1)(1, u1)

−1 = 1,

由S3, T3, U3 ⊂ Q满足三乘积性质有：(1, s1) = (3̄(2), s1)，显然矛盾！

（3）s1 ∈ X1 ∩ S ̸= ϕ且t1 ∈ Y2 ∩ T ̸= ϕ。此时，有

(1, s1)(3̄
(1), s1)

−1(1, t1)(3̄
(2), t1)

−1(1, u1)(1, u1)
−1 = 1,

由S3, T3, U3 ⊂ Q满足三乘积性质有：(1, s1) = (3̄(1), s1)，显然矛盾！

证毕。

命题 4.15. 当S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质时，群B的子集组(S, Y, U)，(S, Y, Z)，

(S, T, Z)，(X,T, U)，(X,T, Z)，(X,Y, U)，(X, Y, Z)均满足三乘积性质。

证明. 因为在每个集合中取两个元素时，C2中的两个2 阶元素相乘又变成了单

位元，因此在B中取的元素须满足该性质。以S, Y, U 为例来证明，若S, Y, U不
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满足三乘积性质，则存在s1s
−1
2 y1y

−1
2 u1u

−1
2 = 1，记为(1) 式，且s1 ̸= s2，y1 ̸=

y2，u1 ̸= u2 三个不等式中至少一个成立，由(1) 式有

(1, s1)(1, s2)
−1(2, y1)(2, y2)

−1(1, u1)(1, u2)
−1 = 1,

由S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质，可得：s1 = s2 且y1 = y2且u1 = u2成立，矛

盾出现！证毕。其他情况同理。

注 32. 因此，在新集合的构造中，从B中取的元素要想重复出现，则只能在一

个子集（如S2）中重复。

记群F = Cn ×B，这里Cn是n阶循环群。

命题 4.16 (推广). 对群F的三乘积组S ′, T ′, U ′，以Cn中不同元素的对应为标准

将S ′, T ′, U ′限制在群B 上的元素集合进行划分（即进行分块，这里有重复元素

时不进行合并操作）：S ′|B = ∪iS̄
(i)，T ′|B = ∪iT̄

(i)，U ′|B = ∪iŪ
(i)，则群B的子

集组(S̄(i), T̄ (j), Ū (k)) （从划分后的S, T, U中各任取一块组成的三元组）均满足

三乘积性质。

注 33. 这里的划分为抽象概念，只在讨论群F = Cn × B的三乘积组时才会

出现，且都以此形式出现，与本节中的S1(T1,U1)，S2(T2,U2)，S3(T3,U3)并无关

联。

证明. 证明思路同命题4.15。

下面根据集合S2限制在B上对应的元素的重复情况，进一步具体讨论

群B中的三乘积性质：

推论 4.17. 当S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质时，若S2|B中的元素没有重复出
现的情况，那么B可实现⟨a, b, c⟩，这里a = max{|S|, |X|}，b = max{|T |, |Y |}，
c = max{|U |, |Z|}。

推论 4.18 (推广). 当S ′, T ′, U ′ ⊂ F满足三乘积性质时，若S ′中B的元素没有重

复出现的情况，那么B可实现⟨a, b, c⟩，这里a = max{|S̄(i)|}，b = max{|T̄ (i)|}，
c = max{|Ū (i)|}。

注 34. 这里的S̄(i), T̄ (i), Ū (i) 为命题4.16中对S ′|B，T ′|B，U ′|B元素的划分。
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证明. 此推论可以由命题4.16直接得出。

定理 4.19. 当S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质时。若S2限制在B上对应的元素有

重复出现的情况，此时B 可实现⟨a, b, c⟩，这里a = r + 1 （r是S2限制在B上对

应的有重复的元素个数），b = |T2|，c = |U2|。

证明. 首先因S2, T2, U2 ⊂ D满足三乘积性质，则由定理4.13可知T2限制在B上

无重复元素，U2限制在B 上无重复元素。

记A = {p, rS2}（rS2表示所有S2 限制在B上对应的重复出现的B中元素），

p ∈ S2|B 中的B 中元素\S2|B 中重复出现的B 中元素，E = T2 限制在B 上的

元素集合，C = U2 限制在B 上的元素集合。则A,E,C ⊂ B 满足三乘积性质。

在下面的叙述中，A中元素用ai表示，E中元素用ei 表示，C 中元素用ci表示。

分如下两种情况证明：

（1）a1, a2 ∈ S，e1, e2 ∈ T，c1, c2 ∈ U，此时由S, T, U的三乘积性质自然得出

“若a1a
−1
2 e1e

−1
2 c1c

−1
2 = 1，则a1 = a2, e1 = e2, c1 = c2”的结论。且根据前述命

题，此种情形可推广至只要A 中两个元素都从S中取，E 中两个元素都从T或

都从Y中取，C中两个元素都从U 或都从Z 中取，均有上述性质成立。

（2）若不是上一种情形，则只需讨论C2中所取6 个元素在三乘积性质中的

乘积不为1的情况，因为若他们在三乘积性质的等式中乘积为1，此时若B

中所取6个元素在三乘积性质的乘积式中乘积为1，则说明S2, T2, U2中所取元

素乘积为1，由它们的三乘积性质可直接得B中所取元素符合三乘积性质要

求；当C2 中所取6个元素在三乘积性质中的乘积结果不为1 时，则有两种情

形：(I)(1, s1)(2, s2)
−1(1, t1)(2, y1)

−1(1, u1)(2, z1)
−1 中从B中取的元素乘积为1，

即s1s
−1
2 t1y

−1
1 u1z

−1
1 = 1，因为s1, s2 ∈ X ∩ S，则有

(1, s1)(1, s2)
−1(1, t1)(2, y1)

−1(1, u1)(2, z1)
−1 = 1,

由(S2, T2, U2)的三乘积性质可知必有(1, t1) = (2, y1)，显然矛盾！

(II)(1, s1)(1, s2)
−1(1, t1)(1, t2)

−1(1, u1)(2, z1)
−1 中从B中取的元素乘积为1，即

s1s
−1
2 t1t

−1
2 u1z

−1
1 = 1,

因为s1, s2 ∈ X ∩ S，则有

(1, s1)(2, s2)
−1(1, t1)(1, t2)

−1(1, u1)(2, z1)
−1 = 1



第四章 三乘积组构造原则及应用 47

由(S2, T2, U2)的三乘积性质可知必有(1, s1) = (2, s2)，显然矛盾！

因|A| = r + 1，|E| = |T2|，|C| = |U2|，定理得证。

定理 4.20 (推广). 当S ′, T ′, U ′ ⊂ F满足三乘积性质时。若S̄(i)限制在B上的元

素有重复出现的情况，此时B 可实现⟨a, b, c⟩，这里a = max{r + 1, |S̄(i)|} （r

是S̄(i)限制在B上有重复的元素个数），b = max{|T̄ (i)|}，c = max{|Ū (i)|}。这里
的S̄(i), T̄ (i), Ū (i) 为命题4.16 中对S ′|B，T ′|B，U ′|B元素的划分。

证明. 记A = {p, rS′}（rS′表示所有S ′|B 中重复出现的元素，这里不对重复元

素进行任何合并操作），p ∈ S ′|B 中元素\S ′|B 中重复出现的元素，E = T̄ (j)

限制在B 上的元素集合，C = Ū (k) 限制在B 上的元素集合。则A,E,C ⊂ B

满足三乘积性质。若从A,E,C中取的6个元素在Cn中对应的元素乘积不为1，

因为造成它不为1的原因都在于集合A（因E,C 中所取两元素在F中对应元素

的Cn部分相同，在”aa−1”乘积中抵消为1），可将A中元素左边都变为1 （只

有重复元素会使乘积不为1，而重复元素都有在Cn 中取1 的对应元素），从

而通过变化将为证三乘积性质所取6 个元素的在Cn 中乘积变为1，之后若

这6 个元素在B 中乘积还是1，则由S ′, T ′, U ′ ⊂ F 满足三乘积性质可推出矛

盾！因此B 可实现⟨r + 1,max{|T̄ (i)|},max{|Ū (i)|}⟩，结合推论4.18可知B 可实

现⟨max{r + 1, |S̄(i)|},max{|T̄ (i)|},max{|Ū (i)|}⟩。

4.3 应应应用用用

记群G1 = C2 × C3 × A4，在GAP中可表示为G1 = SmallGroup(72, 47)。

记G1 = C2×H1，则H1同构于C3×A4，在GAP中可表示为H1 = SmallGroup(36, 11)。

记群为G2 = C2 × (C2
2 o C9)，在GAP 中可表示为G2 = SmallGroup(72, 16)。

记G2 = C2×H2，则H1的结构为C2
2oC9，在GAP中可表示为H2 = SmallGroup(36, 3)。

本部分主要内容为群G1和群G2及基本三乘积性质的进一步分析，是对前述结

论的综合应用。

下面具体研究G1或G2若能实现⟨6, 6, 6⟩基本三乘积性质则对应的三乘积

组限制在H1或H2上时C2 中元素1, 2(1) 的分布情况：（不妨设2阶循环群C2 =

{1, 2(1)}）

定理 4.21. 群G（G1或G2）的⟨6, 6, 6⟩基本三乘积组中2(1) 后对应的H1（或H2）

中元素集合与1后对应的H1（或H2）中元素集合交集为空集。
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证明. 由定理4.17可直接得到若上述两集合的交不为空，则H1（或H2）须实

现⟨6, 6, a⟩，这里a ≥ 2且为整数。而由定理2.21，6×(6+a−1) ≥ 6×(6+2−1) =

42 > |H| = 36，矛盾！证毕。

G1 = C2 ×H1，G2 = C2 ×H2，2阶循环群C2 = {1, 2(1)}，这里2(1)是其中

的2阶元，1是其中的单位元。

定理 4.22. 若群G1（或G2）实现⟨6, 6, 6⟩基本三乘积性质，则在群G1（或G2）

的⟨6, 6, 6⟩基本三乘积组中C2中元素取2(1)的元素在群G1（或G2）的⟨6, 6, 6⟩ 基
本三乘积组的18 个位置中的分布情况只有这17种可能（不考虑三个三乘积子

集相互之间的顺序）：

553, 643, 633, 543, 533, 443, 532, 433, 531, 432, 333, 431, 332, 322, 331, 321, 311。

证明. 因为我们讨论的是基本三乘积性质，所以C2 中取2(1) 的元素在⟨6, 6, 6⟩三
乘积组的18 个位置中最多只能占有15个位置，最少占一个位置，下面我们

以C2中取2(1)的元素在⟨6, 6, 6⟩ 三乘积组中所占位置数开始分类讨论：（用H表

示H1 或H2）

(1)占1个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 6, 5⟩，但由定理2.21以及

6× (6 + 5− 1) = 60 > |H| = 36

得出矛盾！

(2)占2个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 5, 5⟩或⟨6, 6, 4⟩，但由定理2.21以及

6× (6 + 4− 1) = 6× (5 + 5− 1) = 54 > |H| = 36

得出矛盾！

(3)占3个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨5, 5, 5⟩或⟨6, 5, 4⟩ 或⟨6, 6, 3⟩，但由定理2.21 以及

6× (6 + 3− 1) = 6× (5 + 4− 1) = 48 > |H| = 36,

由引理4.1知H不可能实现⟨5, 5, 5⟩，矛盾！

(4)占4个位置：
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此时1后的H中元素要满足⟨5, 5, 4⟩或⟨6, 5, 3⟩或⟨6, 6, 2⟩或⟨6, 4, 4⟩，但由定理2.21以

及

6× (5 + 3− 1) = 6× (6 + 2− 1) = 42 > |H| = 36,

由引理4.1知H不可能实现⟨5, 5, 4⟩，矛盾！

(5)占5个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨5, 5, 3⟩或⟨5, 4, 4⟩ 或⟨6, 5, 2⟩或⟨6, 6, 1⟩或⟨6, 4, 3⟩，由引

理4.1 可排除⟨5, 4, 4⟩ 的情况，由推论4.17 推出H 须分别实现⟨6, 5, 4⟩ 和⟨6, 6, 5⟩，
由定理2.21可得矛盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨5, 5, 3⟩ 和⟨6, 4, 3⟩
有可能成立。

(6)占6个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 5, 1⟩或⟨6, 4, 2⟩或⟨6, 3, 3⟩或⟨5, 4, 3⟩或⟨5, 5, 2⟩或⟨4, 4, 4⟩，
由引理4.1 可排除⟨4, 4, 4⟩ 的情况，由推论4.17 推出H 须分别实现⟨6, 5, 5⟩，
⟨6, 4, 4⟩ 和⟨5, 5, 4⟩，由定理2.21 可得矛盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置

分布有⟨6, 3, 3⟩和⟨5, 4, 3⟩有可能成立。

(7)占7个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 3, 2⟩或⟨6, 4, 1⟩或⟨5, 3, 3⟩或⟨5, 4, 2⟩或⟨5, 5, 1⟩或⟨4, 4, 3⟩，
由推论4.17推出H 须分别实现⟨6, 3, 4⟩和⟨6, 4, 5⟩和⟨5, 4, 4⟩和⟨5, 5, 5⟩，由定理2.21及

引理4.1 可得矛盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨5, 3, 3⟩ 和⟨4, 4, 3⟩有
可能成立。

(8)占8个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 2, 2⟩或⟨6, 3, 1⟩或⟨5, 3, 2⟩或⟨5, 4, 1⟩或⟨4, 4, 2⟩或⟨4, 3, 3⟩，
由推论4.17推出H 须分别实现⟨6, 4, 4⟩和⟨6, 3, 5⟩和⟨5, 4, 5⟩和⟨4, 4, 4⟩，由定理2.21及

引理4.1 可得矛盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨5, 3, 2⟩ 和⟨4, 3, 3⟩有
可能成立。

(9)占9个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 2, 1⟩或⟨5, 3, 1⟩或⟨5, 2, 2⟩或⟨4, 3, 2⟩或⟨4, 4, 1⟩或⟨3, 3, 3⟩，
由推论4.17 推出H 须分别实现⟨6, 2, 5⟩和⟨5, 4, 4⟩，由定理2.21及引理4.1 可得矛

盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨5, 3, 1⟩，⟨4, 3, 2⟩和⟨3, 3, 3⟩ 有可能

成立。

(10)占10个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨6, 1, 1⟩或⟨5, 1, 2⟩ 或⟨4, 2, 2⟩或⟨4, 3, 1⟩或⟨3, 3, 2⟩，由推
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论4.17 推出H 须分别实现⟨6, 5, 5⟩ 和⟨5, 5, 4⟩和⟨4, 4, 4⟩，由定理2.21 及引理4.1

可得矛盾。因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨4, 3, 1⟩，⟨3, 3, 2⟩有可能成

立。

(11)占11个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨5, 1, 1⟩或⟨4, 1, 2⟩ 或⟨3, 2, 2⟩或⟨3, 3, 1⟩或⟨2, 2, 3⟩，由推

论4.17 推出H 须分别实现⟨5, 5, 5⟩ 和⟨4, 5, 4⟩，由定理2.21 及引理4.1 可得矛盾。

因此这种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨3, 2, 2⟩，⟨3, 3, 1⟩有可能成立。

(12)占12个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨4, 1, 1⟩或⟨3, 1, 2⟩ 或⟨2, 2, 2⟩，由推论4.17 推出H 须分

别实现⟨4, 5, 5⟩ 和⟨3, 5, 4⟩ 和⟨4, 4, 4⟩，由定理2.21 及引理4.1 可得矛盾。因此这

种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨3, 1, 2⟩有可能成立。

(13)占13个位置：

此时1后的H中元素要满足⟨3, 1, 1⟩，由推论4.17 推出H 须实现⟨3, 5, 5⟩。因此这

种情况对于2(1) 所占位置分布有⟨3, 1, 1⟩有可能成立。

(14)占14个位置：

此时2(1)后的H中元素要满足⟨5, 5, 4⟩，由定理4.1推出矛盾。因此这种情况不成

立。

(15)占15个位置：

此时2(1)后的H中元素要满足⟨5, 5, 5⟩，由定理4.1推出矛盾。因此这种情况不成

立。

总结

若要进一步探讨群G1（或G2）能否实现⟨6, 6, 6⟩三乘积性质还需寻找更多理论

上的必要条件，同时应考虑精确算法（如文献[15]中的算法）的并行化实现，

因为现在精确算法直接计算的一个主要困难就是计算规模巨大导致计算所需时

间过长（至少一年左右）。



第第第五五五章章章 结结结论论论

本论文主要有五个方面的结果。一是针对文献[10]中若干例子进行扩充构

建，得出一些新的同时二乘积组和三乘积组，并由例2.9基于[10] 定理7.1进行

扩充构建的例子推导出一个文献中未有的ω 的非平凡上界ω < 2.9262。二是

证明了群的西罗子群组的三乘积性质及二乘积性质。三是在6 × 6小矩阵乘法

群理论方法的研究中，提出了若干群的⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质的必要条件，从而

较大地缩减了问题的搜索空间；这些结果在6 × 6矩阵乘法的群理论研究中有

一定价值，其中的一些推广结论对其他矩阵乘法的群论方法研究亦具有一定

参考价值。四是针对几个具体群给出了它们的三乘积组具体结构：构造证明

了4 阶偶置换群A4 的⟨3, 3, 2⟩ 三乘积性质，给出并证明了该群的三乘积容量

的确切值，然后由此结论抽象构造了群C6 × A4 的⟨6, 3, 3⟩ 三乘积组（这里C6

是6阶循环群），接着给出了该抽象形式的一个具体解；构造证明了群C3 × A4

的⟨6, 4, 3⟩ 三乘积组（这里C3 是3阶循环群）。五是从理论上探讨了群C2 × B、

C3 × B以及Cn × B 的三乘积性质与群B 的三乘积性质之间的联系并将理论成

果应用于两个具体群的⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性质的研究（这里C2 是2 阶循环群，不

妨设C2 = {1, 2}，其中1代表单位元，2表示2 阶元），得到了有关1×B 与2×B

在⟨6, 6, 6⟩ 三乘积组中具体分布的一些结论。这些理论在由群B 的三乘积组出

发，构建群A × B的三乘积组（这里A 是某一类给定的群）这类问题中具有一

定的参考价值。

研究中尚难解决的问题有以下几个方面：一是在6× 6小矩阵乘法的90阶以

下群理论方法研究中，最后还有56个C1竞争者尚未判断其是否可实现⟨6, 6, 6⟩三
乘积性质。二是没有新构建出更多可以推出ω 的非平凡上界的具体群。

针对上面提出的第一个难点有两个进一步研究建议：（1）考虑精确算法

（如文献[15] 中算法）的并行化实现；（2）在理论上继续寻找⟨6, 6, 6⟩ 三乘积性

质的必要条件从而进一步缩减问题的搜索空间；（3）尝试从不同角度构建新的

群，进而导出ω的非平凡上界。另外一个接下来的研究工作设想是从第五方面

研究成果出发，继续考虑群A × B的三乘积性质与群B的三乘积性质之间的联

系（这里A是某一类给定的群）从而弱化并推广已有的结论。
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